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Einleitung 

In einer Arbeit „Mikroskopische Probleme“ hat Gans?) 
den Vorschlag gemacht, die wahren Dimensionen von Objekten, 
die wegen ihrer nach Wellenlängen rechnenden Abmessungen 
falsch abgebildet werden, durch Ausmessung der Beugungsringe 
zu bestimmen. Hierfür sprechen folgende Erwägungen. Be- 
trachten wir einen Querschnitt durch das von irgendeinem 
Objekt in der Bildebene hervorgerufene Lichtgebirge, so findet 
an der Grenze des Bildes kein plötzlicher, an einen Punkt 
gebundener Abfall der Intensität von endlichem Betrag auf 0 
statt, sondern es liegt ein über eine [theoretisch sogar oo lange] 
Strecke verteilter allmählicher Abfall der Intensitäten vor.?) 
Man hat nun zwar Untersuchungen?) darüber angestellt, an 
welcher Stelle des erwähnten Intensitätsabfalles das Auge die 
Grenze des Bildes sieht, aber zumindest bei photographischer 
Aufnahme bleibt ihre Lage unsicher, nämlich in weitem Maße 
von der Belichtungsdauer abhängig. Eine Beobachtung der 
Beugungsmaxima an Stelle der Bildgrenze “st von dieser 
Schwierigkeit frei, da es sich hier um Intensitätsabfälle nach 
beiden Seiten handelt. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es nun, die für eine De 
ausgedehntere Anwendung dieses Vorschlages nötigen Unter- : 
lagen zu schaffen. Es wird aso fiir mehrere bei mikroskopi- a 

1) R. Gans, Ann. d. Phys. 78. S. 1. 1925; bier namentlich S. 27, u u 
fortan mit M.P. zitiert. + 


2) M.P. Fig. 2—7 zeigen die Verhältnisse bei linearen Teilchen. 
Vgl. auch Fig. 5 der hier vorliegenden Arbeit. 
83) Vgl. z.B. A. Kühl, Über den Einfluß des ere auf . 
Präzisionsmessungen, Phys. Ztschr. 29. S. 1. 1928. 2 
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schen Objekten häufiger vorkommende Formen, z. B. lineares 
Teilchen, Kreisscheibe, Kugel, die Lage des ersten Maximums 
in Abhängigkeit von den Dimensionen der Objekte berechnet 
[Teil 3]. Wir werden uns bei diesen Rechnungen der von 
Gans benutzten Vereinfachungen: kleine Apertur des Objek- 
tives und kleine Apertur des Kondensors [Beleuchtung aus 
nur einer Richtung] bedienen. Die Berechtigung hierzu wird 
in Teil 1 und 2 nachgewiesen, und zwar soll in Teil 1 der Ein- 
fluß endlicher Objektivapertur bei unendlich kleiner Kondensor- 
apertur, in Teil 2 umgekehrt die Wirkung endlicher Kondensor- 
apertur bei unendlich kleiner Objektivapertur untersucht werden. 


1. Teil. Der Einfluß größerer Aperturen 

Wir knüpfen an den von Gans in den M.P. eingeschlagenen 
Gedankengang an: 

In § 1 der M.P. zeigt Gans, daß die durch die als Ob- 
jekt gewählte dielektrische Inhomogenität abgebeugte Kugel- 
welle durch ein Dipolpotential geliefert wird. Er setzt in § 2 
dann eine Kugelwelle um den konjugierten Punkt als Feld 
des Bildraumes an und berechnet ihre Amplitude mit Hilfe 
eines allerdings wesentlich verbesserten energetischen Prinzips 
von Abbe. So erhalt er fir das Feld auf einer zwischen 
Objektiv und geometrischem Bildpunkt verlaufenden Kugel- 
fläche, die letzteren als Mittelpunkt hat, und deren Radius 
groß gegenüber der Wellenlänge ist [mathematisch gesprochen: 
am Rande des Bildraumes] folgende Ausdrücke: [M.P. (21)] 


eos(wt + Kr’) 
r 


/ gr 
Cy = A, V COST SIN 


cor (ot + k 
co- cos(wt + kr’) 
Hierbei ist 
A, = Bx 


Aperturen « und @’, die ja als obere Grenzen der in Frage 
kommenden # und # zu gelten haben, so klein sind, daß 


cos = 1 


sin = sin} = # 


a” _ 
Las 
af 
2 Bei Gans wird nun angenommen, daß die numerischen 
(1 
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gesetzt werden darf. Ferner wird von der Verschiedenheit 
der Verluste im Objektiv abgesehen und 


Py = Ps = Po 
gesetzt. Gans erhält dann aus [M.P. (21)] a a oe 


[M.P. (22)] Gy = 4’cos#’ sing’. en - 


€, cos + k r) ¥ 


7 
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Dieses Feld wird dann abermals durch ein Dipolpotential dar- wa 
gestellt. Soweit die Entwicklungen von Gans. 

Wir dagegen werden jetzt in P.M. (21) nicht ohne weiteres 
die Vereinfachungen (1) einführen, sondern wir werden diese 
Ausdrücke nach Potenzen von sin # entwickeln und dabei 
noch Größen von der Ordnung sin‘ 9 berücksichtigen. 

Der Einfachheit halber, und um nicht genauer auf die 
spezielle Bauart des Objektivs eingehen zu müssen, wollen wir 
aber die verschiedene Transparenz des Objektivs für die ein- 
zelnen Polarisationsrichtungen nicht in Rechnung stellen und 
wie bei Gans nur einen konstanten Verlustfaktor p, bei- . 
behalten. 

Es ergibt sich also an Stelle von M.P. (22) für die Rand- 
werte des Bildraumfeldes [bei Übergang zur komplexen Schreib- 
weise]: 


eikr 
„ = A’[l+ ¢, sin? # + e,sint cos 9 sin g’- 


eik’ al 


= A[1+d, sin? + d, sin* #] cos 


Die Entwicklung von VE | / . 
cos cos 


i; liefert fir die Koeffizienten: 


Hierbei ist 7 = x- ” = AngularvergréBerung. 


Dieses Feld (2) la nicht mehr wie [M.P. (22)] durch ein. 
einziges Dipolpotential dargestellt werden, wohl aber durch 
eine Reihe von Multipolpotentialen. Um einen besseren Über- 
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blick zu haben, schreiben wir es unter Weglassung der über 
flüssigen Indizes in kartesischen Koordinaten. 


eikr 


Man sieht leicht, daß die einzelnen Terme sich als Randfelder 
folgender Multipole auffassen lassen: 


I. als Randfeld des elektr. u ce mit dem Hertzschen 


Vektor 


ikr 
4=10,2,0 2,=4* 
Il. als Randfeld des elektr. 8-Pols mit dem Hertzschen 


Vektor 
2, = {0, 0, Z, Z,. = ka oy ax > -: 


<- III. als Randfeld des magnet. 4-Pols mit dem Hertzschen 
Vektor 

0,0, %, 


I 
+44 +42-(42) 
I II III 
5 x yk a*\ x 
IV 
#, = 1 —— 
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IV. als Randfeld des elektr. 8-Pols + 32-Pols mit dem 
Hertzschen Vektor 


A 
Z, = (0,0, 2,5 Oy 


'V. als Randfeld des magnet. 4-Pols + 16-Pols mit dem 
Hertzschen Vektor 


ö ikr 


Y, = (0,0, = dyi r a) 
Wir haben bisher aus den Randwerten des Bildraumfeldes 
die Randwerte von fünf zugehörigen Potentialen abgeleitet. E 
Wir brauchen nun aber das Feld in der Nähe des als Senk- a 


punkt der Potentiale fungierenden konjugierten Bildpunktes. 
Daher miissen wir aus den oben berechneten Randwerten der 
Potentiale auf ihre Werte in der Nähe des erwähnten Bild- 
punktes zu schließen suchen. Für Potentiale, deren Rand- 


werte die Gestalt 


eikr 


in einem Kegel mit dem Siniaaniiia « haben, sonst aber 
0 sind oder auslaufende Wellen darstellen, findet P. Debye?) 
als Werte in der Nähe des Brennpunktes [M.P. (30)] 


Freilich ; ist bei P. En unter B ein konstanter Faktor zu en = 

verstehen, während bei den hier vorkommenden 5 Potentialen 

die B folgende Differentialoperatoren sind: u 
A B 0° B, 

- Sy on? B, = = k ex 


2 


B, 


0x2 Ox 


Da aber wegen der Linearität der Schwingungsgleichung das 
Superpositionsprinzip in der Optik gilt, darf in den Debye- 


schen Überlegungen und also auch in M.P.(30) B die Be- 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. 8.755. 1909. 


Z=ikB fe J (kosinO)sin@d®. 
(4) B, = 2 
| | 
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deutung eines Differentialoperators haben. Die oben formulierte 
Aufgabe, die 5 Potentiale und damit auch das Feld in der 
Nähe des Bildpunktes anzugeben, löst also die Formel M.P. (3u). 
Zur rechnerischen Verwertung muß jedoch in M.P. (30) die 
Integration durchgeführt werden, und dies kann sich Gans 
wieder wesentlich wegen seiner Annahme erleichtern, daß « 
[die obere Grenze der Integrationsvariabeln ©] so klein ist, 


cosO = 1 sin9 = O i 
setzen darf. Wir dagegen haben e-i*:«0s® nach Potenzen von 
sin @ bis sin*© zu entwickeln und dann die Integration durch- 
zuführen. Eine Zwischenrechnung liefert 


k? x2 k3 x3 kt 4 
(1 ikz 51 3! 4! 
ko 25 J, (S) 
ah 
+ 4i sine 
(5) Z=ik Bsin!« 5! 
J; (S) _ 
Ss Ss? 
+3 4! -8:5,) 
2! 
| - sint« 
P3 


wo S=kosinag ist. 

Wir erhalten nun die einzelnen Potentiale Z,, Z,, Y,, Z,, 
Y,, indem wir in (5) für B die entsprechenden Operatoren (3) 
einsetzen und ausdifferenzieren. Auch hier natürlich werden 
Größen von der Ordnung sin®« ab gegen 1 vernachlässigt. 
Ferner berücksichtigen wir, daß wir später die Feldstärken in 

der Bildebene z = 0 berechnen wollen. Wir brauchen also 
Ds. ey immer nur so viel Glieder der z-Reihen hinzuschreiben, daß 
a. nach Ausführung der zur Bildung der Feldstärken dienenden 
0 Differentiationen noch je ein konstantes, von z freies Glied 
übrig bleibt. Die folgenden verschwinden beim Übergang zur 


j 


4 _ 
+ 
Z, 
| 
t 
Z, 
‘a I, 
+7 


Formbestimmung mikroskopischer u. ultramikroskop. Objekte 835 


Bildebene z = 0 ja doch. Dies wurde übrigens schon bei (5) 
beachtet. 


Für die 5 Potentiale ergibt sich nun also: 


| J (8) 
4 (l—-ikz+-... 1 . 

L ‘ 
0 
Z, =—C,2 J,(S) | 
kB, sin? + (-i-—kz+- sin?a- - 
0 1 
=+d, Ve JAS 
74 sin? Jt 
kr» 
+}(1+ 0 — 2209) 
Wal 
| 0 1 
i 1 
e + (l—-ikz-+...).sinte- 


Nach den bekannten Formeln, die den Zusammenhang 


zwischen elektromagnetischem Feld und Potential herstellen, 
graddivZ— H = graddiv | Y 
H= —, rot Z E = — rot } 
v [4 


berechnen wir nun aus den 5 Potentialen die Feldstärken-. 


komponenten Hy. Hy; By,...H,, in der Bild- 


y’ 


ebene z=0. Wir erhalten: 


— 
4 
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E,.= ik’B, sin? 
0 +sin?e[ 


= B, sin?« 


S 2 s 2 
J.(8) 
2 =) 
= Ve ik? B sin? 
4 
. {1|- in al 0 | +sinte[ -~ 0 
H,, = Ve ik’ B, sin? 
0 ]+sinze| 0 1+ 0 
E,, =ik® B, sin?@ 
0 | +sin’«e[ 0 ] +sinte| Bry 29) 
E,, = ik® B, sin? « 
Br 0 ] +8in?«| | +sinte| — 
H,,= Veik? B, sin? 
{1 0 ] +sin?«| | +sinte +6 
H,, = Veik® B, sin? « 
‘ 0 ] +sin?e[ 0 ] +sinte| —c, k? ry 
E,,= ik B, 
0 0 ] +sin*e| +d, 
E,,= ik, B, sin? « 
{if 0] +sin*« | d, | +sinte| + 
2 
— d,(1 + 
H,,= Veik? B, sin? « 
] 
° {1[ 0] +einze| d, | +sint«| +d, kr 
H,, = Vek? B, sin? « 
{1[ 0 ] 0 


rts: 
J 
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E,, = ik’ B, sin? 
-f{1[ 0 +sin?a[ 0 ] +sinte[ 
Ey, = ik? B, sin? a FL 
{1[ 0 ] +sin?«[ 0 +sinte| 
H,, = ik’ B, sin? 
. {1[ 0 —sin?«[ 0 +sinte |, +2, |} 
H,,= ik? B, sin? « 
-f{1[ 0 ] +sin?a[ 0 ] +sinte[ 
= B, sin? a 
0 ] +8in?e[ 0 +sin*«[ 
E,, = ik? B, sin? @ 
. 0 | +sin*e[ 0 +sinta| +4, 24, } 
H,,= Veik’ B, sin? « 
0 J+sinte[ 0 +sinte|—-d, +24, |) 
H,,= Veik® B, sin? « 
-{1[ 0 ]+8in2e[ 0 ]+sinte[ 0 


vergrößerung x . e= 
v n 
n’ 
MP.(25) ..... BY = 
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Durch Addition der entsprechenden Komponenten, Ein- 
setzung der Werte der Koeffizienten e und d nach (3), konse- 
quente Benutzung der Polarkoordinaten 


y =o sing’ 
in der Bildebene und Einführung der ungestrichenen Objekt- 


raumgréBen') liefert eine Zwischenrechnung die Gesamtfeld- 
stärken. 


1) Der Übergang vom Bild- zum Objektraum vollzieht sich mit 
Hilfe folgender Gleichungen: 


Sinusbedingung . . . sinea=nsin«. 
Definition der Lateral- | 


(In der letzten Gleichung bei Gans Druckfehler.) 7 


«+, 
acs 


S)} 
. 8 
“| 


2 
=—— k® Bsin* a- 


1.9 -(ko)? sin 


_ Jal 

4 S$ 2 8 

1 J,(S) J,(S) ) 

2 

3 J, (S) __ 35 J,(S) , 35 ta 


(k g)? cos 2g) 


w| 


3 
(ee). 


| 


(0) 


1 


1 J,(S 1 JS) _ 

4 3 2 8 

1 J,(S) J,(S) 
1 J,(S) 1 J,(S) 
4s 28 


(k 0)? cos 2 g) 


Js (k 0)? cos 29) 


;-(ko)’- (2—cos 2) 


J 


| 
| 
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838 

x x 0 « } 
x | 1 a = | 
| 1 -( 
| i + | 

wean \ 

.% 

| | 

j 1 / 

| 


o)*sin 24) | | 


(ko)? 


E | 
Hieraus ist nun "die zur Bildebene senkrechte Kompo- 
nente ©, des Strahlvektors 


e 


zu bilden und das zeitliche Mittel zu nehmen. 
Eine Zwischenrechnung ergibt in der von uns benutzten 


Näherung: — 
gr _ I 45 Bisin! 
—-8 Ves k® B? sin 


= 


Ss Ss? 


J,(S) J,(8) 9 
2 (ko)? cos 2 7) 


| 
| 


Ss 9) J 
) 
„J(S) J,(S) 
+1 S ) | 


Dieses Bild entsteht bei Dunkelfeldbeleuchtung durch einen 
Strahl, der unter beliebigen Winkel gegen die optische Achse 

das Teilchen trifft und dessen elektrischer Vektor senkrecht 
zur Kinfallsebene schwingt. Denn unsere ganze Betrachtung 
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ist eine Verallgemeinerung der Gansschen, und Gans macht 
in § 2 der M.P. über die Beleuchtung die eben erwähnte An- 
nahme. In der Praxis wird meist mit natürlichem Licht be- 
leuchtet, wir müßten also noch analoge Betrachtungen für 
einen in der Einfallsebene schwingenden Strahl machen und 
dann zwei senkrecht polarisierte Strahlen derselben Intensität 
inkohärent zusammenwirken lassen. Um diesen vorbereitenden 
Teil aber nicht zu sehr anschwellen zu lassen, beschränken 
wir uns auf den Fall, daß der natürliche Strahl in der opti- 
schen Achse verläuft. Dann liefern seine beiden inkohärenten 
Komponenten je eine Verteilung (6), wobei aber der Winkel ¢ 
in dem einen Ausdruck von der z-Achse z. B., in dem andern 
Beitrag aber von der y-Achse aus rechnet. Es ist also 


* 


Bei der wegen der Inkohärenz der beiden Komponenten vor- 
zunehmenden Addition der Intensitäten heben sich dann die 
Glieder mit dem Winkel weg, da 


cos 2g* = — c0s2y 


ist. Ein in der optischen Achse verlaufender natürlicher Strahl 
ruft dann also bei Dunkelfeldbeleuchtung folgende Intensitäts- 
verteilung hervor (unwesentliche Faktoren werden weggelassen): 


‘ | 
1 
= | + (2 > | 
| | 
| +2 ) | 


Es ist nun bei irgendeinem BE Objektiv zu prüfen, 
ob die berechneten Korrekturglieder einen wesentlichen Ein- 
fluß haben. Wir wählen zu diesem Zweck den Zeissschen 


j 


A 
q - 
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Achromaten C, der eine numerische Apertur 0,4 und eine 
Lateralvergrößerung x = 7 = 20 hat. 
Für S=4 z.B ist 


das Hauptglied .. . = 2,7.10”* 
sin? « x 1 


die Korrekturglieder 
n 


‘eee +) = +8,6-1077 


Das größte von ihnen stellt eine Korrektur von weniger als 
2 Promille dar; ähnlich liegen die Verhältnisse bei S=5 und 
$=6, also in der ganzen Umgebung des ersten Maximums, 
das bei § = 5,136 liegt. 

Das Ergebnis unserer Betrachtungen ist also, daß in der 


Gegend des Maximums die Intensitätsverteilung durch die erste 


Näherung uns bis auf wenige Promille genau angegeben 


wird. Die Lage des Maximums, der Radius des 1. Beugungs- 
ringes also, kann somit ohne wesentliche Fehler aus der Gans- 
schen Näherung berechnet werden. 

Man kann einwenden, daß bei Beleuchtung durch einen 
natürlichen Strahl senkrecht zur optischen Achse (nicht mehr 
in der optischen Achse) sich die Verhältnisse wesentlich un- = 
günstiger gestalten. Auch dieser Fall ist untersucht worden, 
erfordert aber eine umfangreiche Rechnung, die hier nicht 
hergesetzt werden soll. Der Beugungsring ist in diesem Fall 
kein Kreis mehr, sondern ein Oval, dessen große Achse indr 
Einfallsebene des Strahles liegt. Die maximale Abweichung 
dieses Ovals von dem in der Gansschen Näherung berechneten 
Beugungskreis beträgt aber nur 1,6 Proz. nach außen, 0,6 Proz. | 
nach innen, gibt also auch keine Veranlassung, uns der Gans- 
schen Näherung nicht zu bedienen. [ae 


2. Teil. Die Wirkung des Kondensors 


Wir hatten uns zur Aufgabe des 2. Teils gesetzt, die Ver- 
änderungen des Bildes zu untersuchen, die durch Anwendung 
eines Beleuchtungskegels an Stelle eines einzelnen Beleuchtungs- 
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strahles entstehen. Das bei Beleuchtung durch einen Strahl 
entstehende Bild ist wohlbekannt, wir haben bier also bloß 
das Bild bei Beleuchtung durch einen Kegel zu berechnen 
und die beiden Bilder dann zu vergleichen. Bei Beleuchtung 
durch einen Kegel denken wir uns als Lichtquelle eine das 
Objekt umgebende Kugelfläche von großem Radius, von der 
die durch den gewünschten Beleuchtungskegel herausgeschnittene 
Zone mit einer Intensität C pro Flächeneinheit selbstleuchtend 
sei. Von dem Flächenelement £, 7 [@ Polabstand gegen die 
optische Achse, 7 Azimut gegen die willkürlich bestimmte 
x-Achse] geht dann ein Strahl von der Intensität = = 


Cdo=Csin Bdßdy 


aus, der in der Nähe des Objektes als ebene Welle behandelt 
werden darf, da der Radius der Kugelfläche sehr groB gegen 
die Wellenlänge sein sollte. Die von verschiedenen Flächen- 
elementen der beleuchtenden Kugelschale herkommenden 
Strahlen sind inkohärent, die von ihnen durch das Objekt ab- 
gebeugten Kugelwellen sind zu dem Strahl, von dem sie ab- 
gebeugt werden, kohärent, also wegen deren Inkohärenz unter- 
einander selbst auch untereinander inkohärent, die von ihnen 
einzeln gelieferten Bilder sind also durch Addition der Inten- 
sitäten zusammenzusetzen. Wir werden also zur Berechnung 
des durch einen Lichtkegel hervorgerufenen Bildes zunächst 
die durch einen Strahl 9, y erzeugte Intensitätsverteilung J,, 
festzustellen haben. Wir erhalten eine Fuuktion der Koordi- 
naten der Bildebene, in der als Parameter # und y vorkommen. 
Als Intensität des Beleuchtungsstrahles ist C sin Ad ßdy ein- 
zutragen, was bis auf konstante Faktoren auf eine Multi- 
plikation mit sin #ddy herausläuft, und dann ist # und 7 
zwischen den dem betreffenden Kegel entsprechenden Grenzen 
zu integrieren. 

Wählen wir als Objekt ein punktförmiges Teilchen, so ist 
die durch einen Strahl $, y in der Bildebene erzeugte Inten- 
sitätsverteilung 

1+cos?8 J,(S)? | 


1) M.P. (36). 


) 
P> 
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Wir verfahren nun nach der angegebenen Vorschrift. 


1+cos?8 J(S?_. 
J,=n sin PdPdy. 


Grenzen sie ausgeführt wird: 


= J (Ss? 


S? 


J = Fr 
Bis auf die allgemeine Helligkeit des Bildes hat sich also 
nichts geändert, die Beugungsringe z, B. liegen an denselben 
Stellen wie früher. 

Dies ändert sich aber, sowie wir zu Objekten übergehen, 
die nicht mehr als punktförmig betrachtet werden können. 
Um die folgenden Überlegungen nicht unnötig zu erschweren, 
wollen wir als Objekt zwei punktférmige Teilchen 1 und 2 
im Abstande a wählen. Die bisher willkürliche z-Achse legen 
wir in ihre Verbindungslinie. Die Beleuchtung erfolge a) durch 
eine Halbkugel von unten, b) von oben und c) durch eine ganze 
Kugelschale. 

Nach Festlegung der Bezeichnungen haben wir gemäß 
unserer Vorschrift die durch einen Strahl f, 7 hervorgerufene 
Intensitätsverteilung J,, zu berechnen. Zunächst die Bezeich- 
nungen: 

Die beiden Punkte 1 und 2 liegen auf der z-Achse im. 
Abstande a symmetrisch zum 0-Punkt. 


= {+ u, 0, 0} 2 ={—u, 0, 0} um. 


Großgeschriebene Buchstaben bedeuten das Produkt desselben 
kleingeschriebenen Buchstaben mit dem Faktor k«. u z. B. 


und 

punkten 1 bzw. 2. Alle diese Festsetzungen gelten genau so 

fiir die durch Indexstriche Bildraumgrößen. 

Nun zur Berechnung von J,, 
Jeder der beiden Punkte beugt von der senkrecht zur 


Einfallsebene polarisierten Komponente des beleuchtenden 


sind die Abstände eines Aufpunktes von den Quell- ef 


| 7 ıch, gleichgültig zwischen welchen 
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natiirlichen Strahles eine Kugelwelle ab, die nach S.16 und 
17 der M.P. in der Bildebene einen Hertzschen Vektor 


Bi aw pw 
S 


5; 5, 


hervorrufen. Hierbei bedeutet nach M.P. (48) 


sinfcosy _ sind’ cosy 


sina sın a 


(Gans schreibt für den Winkel zwischen Meridianebene des 
beugenden Teilchens und Einfallsebene des Strahles den Buch- 
staben , wir hier 7.) 

Da nun beide erwähnten Wellen von demselben Strahl 

abgebeugt worden sind, sind sie kohärent mit einem gewissen 

durch die Exponentialfaktoren berücksichtigten Phasenunter- 
schied, ihre Felder oder was auf dasselbe hinausläuft, ihre 

Hertzschen Vektoren sind zu addieren. 

Z=Z2 +Z, =~ ) 
AA 

Das Quadrat des absoluten Betrages von Z gibt bis auf un- 

wesentliche Faktoren die Intensität. Durch Multiplikation mit 

der konjugiert komplexen Zahl erhalten wir also 


zZ’)? = m (eter + e-igU (ei. (51) = 
1 


2 S: 


2 2 
Dies ist die durch die senkrecht zur Einfallsebene schwin- 
gende Komponente des beleuchtenden Strahles gelieferte Inten- 
sität. Die in der Einfallsebene schwingende Komponente ruft 
nach S. 13 der M.P. eine gleiche nur mit cos? multiplizierte 
Verteilung hervor, die zu der ersteren wegen der Inkohärenz 
der beiden Komponenten zu addieren ist. Ferner multi- 
plizieren wir gleich nach der eingangs entwickelten Vorschrift 
mit sind-dß-dy und erhalten so 


| J,, = ~ [1+ cos? 8] 
977 Sin 7\ J, (S,) J, (S,)) .- 
| + 2 cos (2U ) pd 


ae 
(7) 
u 
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Die Beleuchtung lassen wir nun erfolgen 


a) durch eine Halbkugel von unten, 
„ ganze Kugelschale. 
Dem entspricht eine Integration | 


a) über y von 0 bis 22, über @ von O bis — 


wobei c einfacher die Addition der Ergebnisse von a und b ist. 
In allen 3 Fällen ist aber zunächst über y von 0 bis 2a zu 


integrieren. Dies gibt unter Weglassung des unwesentliqhen 
Faktors 2 2: 


sin J,(S,) J, (S,)) a 


Im Falle a) treten nun folgende a auf: eg 


ap =1; cos*fsinfdf =}, 
I fe (sin 2) cos? sin 


> t=2U.—— =2hu=khea. 

Im Falle b) dagegen haben wir: : " 

gap =1; J cos? # =}, 


an a2 bal 


(¢sin cos? sin = (¢cos a) sin* cosada =IV. 
2/2 

Annalen der Physik. 5. Folge. 1. 


| 
| 
\- 
it 
| Kalle) 
n- 
D- 
ıft 
te : 
nz suf? 
ti- 
| | 


Mit diesen Bezeichnungen haben wir im Falle zu tet f 


+ fo + cos? sin Bd? 


S) A an 


ju - cos? 3] J, (ka-sin 8) sin 


Die fraglichen Integrale I—IV ergeben sich durch Spezia- 
lisierungen einer auf S. 181 von Nielsen „Handbuch on 
Theorie der Zylinderfunktionen“ stehenden Formel: 

J (xy cos J, (xz sin p)(cos 


= 2 
Riv) >—1 R(o) >—1. 


Zur Gewinnung einer neuen Formel erweitern wir den Inte- 
granden mit 2” cos pr: 


fae cos 9) 
(x y cos g)” 


J, (xz sin ip) 2” y” (cos (sin 


+27 7° : 
Für y = 0 und z = 1 erhalten wir nun: 


x/2 


~ 
A) fie sin g) (cos (sin pet! dg = I, 4 (2): 


Durch Spezialisierung von » und o erhalten wir hieraus die 


Integrale I und III, während uns die analoge Formel _ 


4 a) J= 
a | 
| 
= 
| 
{ 
6 1 
| 
= 


13 
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2/2 
(sin p)’e+! (cos gy tidg = »+1(2), 


die aus der Formel von Nielsen durch Bevorzugung von o, 
sing und z an Stelle von », cos und y entsteht, die Inte- 


grale II und IV liefern wird. = ar 
Für 9 =0, »=—} folgt aus (A): 
Für x = o=— 4 folgt aus (B): 
Fürr=4 9 =0, »=+ 4 folgt aus (A): 
Fürz=4 v=0, 9 =+ 4} folgt aus (B): 
IV = ( = IL. 
Beriicksichtigt man schlieBlich «@ 
- Ya = 


80 


ka 
i 


Setzen wir dies in (8) ein, so erhalten wir im Fall a) und b) 
beide Male 


(9) sin k a 
kat 3? 


wobei der unwesentliche Faktor + weggelassen wurde. 


= 
|. | 
| 
an 
- 
| 
t= k.a, 
nka 
N 
~ 
r). 5 
lie u 


Es ist also gleichgiiltig, ob ich mit einer Halbkugel von 
oben oder von unten beleuchte. Bis auf die doppelte Hellig- 
keit gibt auch die ganze Kugelschale dasselbe, da ja ihr Fall c 
sich durch Addition von a) und b) ergibt, also bloß der un- 
wesentliche Faktor 2 auftritt. 

Wir gehen nun zum Vergleich von (9) mit dem durch 
einen einzelnen Strahl gelieferten Bild über. Für den letzteren 
Fall nehmen wir an, daß der Strahl in der optischen Achse 
verläuft, daß also 

sin 8 = 0 
ist. Dann ergibt sich aus (7) für die Intensitätsverteilung in 
diesem Fall 


Die folgenden Figuren stellen die Intensitätsverteilungen (9) 
[Kondensor; —x] und (10) [Einzelstrahl; © ] längs der 
X-Achse [der Verbindungslinie der beiden Punkte also] dar. 
Dort ist 


& =X—U &,=X+U. | 
Es werden 3 Abstände für die beiden Punkte gewählt: 


1. a 0,477 4 ha= 3 
a — 0,954 2 ha= 6 
3. a = 1,908 A ha = 12. 
Jedes dieser 3 Punktepaare wird mit 2 Aperturen abgebildet: 


sina =0,5 und sing = 1,0. 


Da bei den Formeln (9) und (10) gemeinsame Faktoren nicht 
berücksichtigt worden sind, entfällt die Möglichkeit eines Ver- 
gleiches dem Betrage nach, worauf es aber gar nicht ankommt. 
Um das wesentliche, die Vergleichung der Gestalt der beiden 
Kurven, besser hervortreten zu lassen, haben wir durch Multi- 
plikation mit einem geeigneten Faktor das Maximum stets 
auf 0,500 gebracht. 

Schließlich ist noch zu bemerken, daß in jeder Figur die 
oberen Kurven die gesamte Lichtverteilung zeigen, während 
die unteren die Lichtintensität in der Umgebung der Maxima 
darstellen und zwar in einem gegenüber den oberen Kurven 
im Verhältnis 1:10 vergrößerten MaBstabe. = 


- 
23 
| | 
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Bei einer Auswertung dieser Ergebnisse müssen wir nun 
leider feststellen, daß die Veränderungen des 1. Beugungsringes 
durch Anwendung des Kondensors an Stelle der Beleuchtung 
nur in Richtung der optischen Achse doch recht erheblich — 


1 Punkteosar 8=0477A 


sin a= 70 


Die beiden Punkte befinden sich in so geringem Abstand, daß sie noch 
nicht getrennt werden. Bei der Apertur 0,5 verschiebt sich das 1. Maxi- 
: mum um 3 Proz., bei sin « = 1,0 um 5 Proz. 


| 
sina=Q5 
6 
4 x N : 
. 
Max Wax Max\ Max 
x x, 
t: = = / = \ : 
it. Le 2 ı 1% 
ti- x ‚AS 
na 
en 


2. Punk tepaar 


sin a= Q5 


‘Max 5 6 7 8 IX 


Die beiden Punkte werden durch die kleinere Apertur auch hier nicht 
getrennt. Die Verschiebung des Beugungsringes beträgt hier wieder 
5 Proz. Bei der größeren Apertur dagegen sind die Punkte getrennt. 
Die Hauptmaxima liegen aber bei diesem Abstande noch nicht über 
den Bildpunkten. Die Abweichungen betragen 4 Proz. bei Kondensor- 
beleuchtung, sonst 11,7 Proz. des Abstandes vom Symmetriepunkt. Die 
Verschiebung des ersten Beugungsringes ist hier 1 Proz. 


Fig. 5 
Reproduktion der Gansschen Figur M.P. Fig. 3 (vgl. S. 829 Fußnote 2) 


/ / \ \ 
Fg3 
+e x 
WE 2: SE 
| 
Fig. 4 
L 
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bis 5 Proz. — werden können. Um nicht allzu großen mathe- 
matischen Schwierigkeiten zu begegnen, müssen wir im folgen- 
den aber unsere Rechnungen immer unter der Voraussetzung, 
die Beleuchtung erfolge nur in Richtung der optischen Achse, 
durchführen. Bei einer praktischen Verwertung dieser Re- 
sultate muß also auf eine möglichste Erfüllung dieser Voraus- 


2. 


sin a#=:05 


sina=10 


Fig. 7 


Auch mit der kleineren Apertur gelingt hier die Trennung der Punkte. 

Die Hauptmaxima liegen aber wieder um 4 bzw. 11,7 Proz. „falsch“. 

Bei der größeren Apertur ist das erheblich besser. Das Kondensor- 

Hauptmaximum liegt innerhalb der hier erreichten Genauigkeit richtig, _ 

sonst liegt das Hauptmaximum um 2,8 Proz. falsch. Der Beugungsring h u 

verschiebt sich bei der kleinen Apertur um 1 Proz. Bei der großen FR 7 

Apertur lieBen sich die entsprechenden Zahlen nicht angeben, weil die 1) a 
Besselfunktionen nicht geniigend weit berechnet sind. 5 


| 
/ \ 4 
Wer DH let 55 8 9 Xx 
Mar Wax War 
A 4 7 


#. Spenke 


setzung gesehen werden, der Beleuchtungskegel also möglichst 
eng gehalten werden. 

Die weitere Schwierigkeit, daß sich unsere Rechnungen 
auf das Dunkelfeld beziehen, daß also dem Beleuchtungslicht 
der Zutritt zum Bildraum verwehrt werden muß, während es 
doch andererseits in Richtung der optischen Achse laufen 
soll, wäre vielleicht so zu lösen, daß man durch Anordnungen 
ähnlich einem Gaussschen Okular vom Objektiv her beleuchtet 
(Vertikalillumioator). Oder aber man verwendet einen Licht- 
strahl senkrecht von unten und verwehrt ihm den Zutritt ins 
Mikroskop durch Abblendung der Mitte des Objektivs. (Solche 
Spezialobjektive mit ringförmiger Eintrittspupille gibt es tat- 
sächlich.) Gegen die dann nötig werdende Verwendung größerer 
Aperturen stehen jedenfalls nach Teil 1 weniger Bedenken als 
gegen die Verwendung der üblichen Dunkelfeldkondensoren, 

In der Einleitung hatten wir bereits auf die Schwierig- 
keiten hingewiesen, die einer Einstellung auf den Rand eines 
Bildes entgegenstehen. Das soeben behandelte Bild eines 
Punktepaares liefert ein neues Beispiel dafür, daß die Aus- 
messung des Bildes selbst zu falschen Resultaten führen kann, 
sogar dann, wenn dabei auf Stellen eingestellt werden muß, 
an denen nach beiden Seiten die Intensität abnimmt. Wenn 
nämlich die beiden Punkte bereits getrennt sind, so daß eine 
Messung des Abstandes durch Einstellung der beiden Haupt- 
maxima möglich wäre, kann bei nicht zu großem Abstande 
wegen der „falschen“ Lage dieser Maxima ein Fehler von 4 
bzw. 11 Proz. entstehen. Also auch hier wird eine Ausmessung 
des Beugungsringes zu exakteren Ergebnissen führen als die 
Ausmessung des Bildes selbst, namentlich wenn die oben 
skizzierten Vorschriften über die Beleuchtung erfüllt sind, 

Diese Bemerkung, die eigentlich mit dem Thema des 
2. Teiles nichts mehr zu tun hat, möge als Überleitung zu 
Teil 3, der die neue MeBmethode selbst behandelt, hier Platz 
finden. 

e 3. Teil. Mathematische Grundlagen 
ak und prinzipielle Durchführung der Meßmethode 
Wir werden im folgenden für gewisse Objekte den Ab- 
stand des 1. Maximums von irgendeinem Symmetriezentrum 
als Funktion der entsprechenden Dimersion des Objektes dar- 


= 
= 
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stellen. Uber die Verwertung der gefundenen Kurven, die ° 
prinzipielle Durchführung der Messung also, wollen wir uns | E. 
erst zum Schluß auslassen, um uns nicht dauernd zu un- 
bestimmt ausdrücken zu müssen. 


Das Punktepaar 
Nach (10) war das Bild der beiden Punkte bei Be- 7 | 
leuchtung senkrecht von unten, die wir übrigens bei allen Ba, 
5 durchgerechneten Beispielen voraussetzen, 
i: _ (ACS) , A(S,)\? ¥ 
Zunächst wurde X,„ax, die Koordinate des Maximumsaufder 
Verbindungslinie der beiden Punkte, berechnet. Dort, auf | 
der X-Achse also, ist nach Fig. 7 a 
I(x) =( X- U + X+U )- ‘ 


Durch 0-Setzung der ersten Abteilung, bei deren Bildung die 


Beziehung!) 46: =— Jy(X) benutzt wird, erhalten wir 
8) ax\ x 2 


eine Gleichung fiir die Extrema a 
AX-D) , AX+D)\_ 
= = 
c 


Das Verschwinden des ersten Faktors liefert die 0-Stellen a 


der Intensität, während der 2. Faktor die Maxima gibt: eg ; 


(a Abstand der beiden Punkte.) 


Die numerische Diskussion dieser Gleichung wird bis . 
=5 erstreckt liefert die Kurve in Fig. 9. Für 


a Werte von — = U wird Xuax + U so groß, daß die 


1) Vgl Courant-Hilbert: Methoden der ne — 
S. 409, Formel (28). 


| 
- 
- 
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Tafeln in der Sammlung von Jahnke-Emde nicht mehr aus- 
reichen. Eine weitere Kenntnis der Kurve ist aber auch gar 


nicht vonnöten, da, wie wir sofort bei Berechnung von Fax 


‚ Beugungsrü 


1 
sehen werden, von = = 5,136 


ab die beiden Punkte keinen 
gemeinsamen 1. Beugungsring 
mehr haben. (Die beiden Kreise 
verschmelzen höchstens noch ein 
wenig.) Von 4 = 5 ab sind die 
Punkte also schon sehr stark 
getrennt. Ferner sahen wir in 
Teil 2, daB ab = = 6 nament- 


lich bei Anwendung des Kon- 
densors die Lage der Haupt- 


u. 


Fig. 9 Fig. 10 


maxima sehr gut mit der Lage der Punkte selbst überein- 
stimmt (vgl. Fig. 7). Die Ausmessung des Abstandes kann also 
hier an den Hauptmaxima vorgenommen werden. 


w 
4 mt 
Max 
2 2 
Punktepaar 
,. g 
8 
7 
4, 4 
I 
7 
, 
4 
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Fig. 10 zeigt die Größe Xu. — 2 in Abhängigkeit von : 
Xnax: Wegen 


= Xnax — (Snax $) 


hat Rano = nämlich die Bedeutung einer Korrektur, die 


von der gemessenen Größe X,,,, zu subtrahieren ist, um die 
gesuchte Größe 4/2 zu erhalten. Der Übergang von Fig. 9 
zu Fig. 10 bringt zwar in Gestalt der erwähnten Subtraktion 
eine Rechenoperation mehr mit sich; dafür vermeiden wir aber 
den Übelstand, daß die Kurve X max manchmal sehr flach ver- 
läuft und daß demgemäß nicht immer leicht zu entscheiden 
ist, welcher Wert von 4/2 einem bestimmten Wert, der für 
Xmax gemessen wurde, zuzuordnen ist. Entsprechende „Korrek- 
tionen“ werden wir auch im folgenden beim linearen Teil- 
chen usw. angeben. 

Auf der F-Achse gilt: 


S, = 8, 


S(Y)’ 


S)2 
Die Funktion - = erreicht ihr erstes Maximum für 


= VU? + U + ax 5, 136. 

Trage a vo Yınax als Funktion von U auf, so ist die ent- 

stehende Kurve ein Kreis um den 0-Punkt mit dem Radius 
5,136 (vgl. Fig. 9). 

Fiir das lineare Teilchen, bei dem Gans die Formeln zu 
frih fiir unsere Zwecke spezialisiert, weiter fiir die Kreisscheibe 
und die Kugel haben wir die Bilder noch zu berechnen. Wir 
wollen uns dabei folgender einheitlicher Bezeichnungen be- 
dienen: 

Der Aufpunkt habe die kartesischen Koordinaten x y z 
die Polarkoordinaten p, i+, ¢ 
Der Quellpunkt habe die kartesischen Koordinaten x v 
die Polarkoordinaten r, o, 
Der Abstand Quellpunkt—Aufpunkt werde wie bisher 


f 


> 


genannt. 


| 
+1 
_ 
f° 4 
| | 


Im übrigen werden diese Größen meist nur in dem üblichen 
reduzierten Maß, also mit ksin« multipliziert, gebraucht und 
dann mit denselben, aber groß geschriebenen Buchstaben be- 
zeichnet. 


Das lineare Teilchen 
Die Achse wird als X-Achse gewählt. Seine Länge sei /. 
Jeder Punkt des Teilchens beugt eine Kugelwelle ab, die in 
4S) um den Bild- 
punkt hervorruft. Da die Beleuchtung senkrecht von unten 
oder oben einfällt, sind keine Phasenunterschiede zu berück- 


sichtigen. Maßgebend für die Intensitätsverteilung ist also 
die Größe 


der Bildebene einen Hertzschen Vektor 


Wir wollen genau wie bei dem Punktepaar X,,,, und } max 
feststellen. Zunächst ist auf der Y-Achse u 


s- 


N) 


, 
Wir entwickeln Z(F) in eine Reihe: 7 


2 3! CY? 5! 


: 


(Ymax) = 0 


1 ,AN , GL GLE 


31 5! 
GLY AM am 


105.22) 


Yin 
e 
- 
| 
| 
| 11! ye 
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Für die numerische Diskussion ist die Gleichung mit 
1 


- Y? multipliziert worden, weil dann nur Potenzen bis 


;L 
Y?’ vorkommen und dafür Tafeln existieren. 
- — I, (Vmax) + (1 max) 
L* r—1 L? 
— 21504 max %5 (Tmax) + max (Ymax) 
= 43 253 760 max 7 ( max) — V- 


Durch Berechnung des Restgliedes wurde bei der nume- 
rischen Behandlung der Gleichung kontrolliert, ob genügend 
Glieder der Reihenentwicklung berücksichtigt worden sind. 


Die numerische Diskussion wurde bis = 5,5 durchgeführt 
und hatte als Ergebnis die Kurve Y,,,, der Fig. 11. 

Den Grenzwert von Y,,,x für oe oo erhalten wir aus der 
Gleichung 


0 


Das Integral berechnet sich als Spezialfall einer von Nielsen?) 
Formel: 


Ca ly Vi +a) 
= J,(tx)tedt 


= - 

. 7 Zu ; 


C, bedeutet hierbei die allgemeine Zylinderfunktion mit dem 


Index C: 
C, = J, + c, N,. 


1) N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, 
S. 255. 


1 


Wir treffen nun folgende Spezialisierungen: 


¢q=1 y=1, o=1 
4 


Dann wird 
e z Se ... 
Ve +2? T(ı1)2'® a (2) + 2 


Setzen wir endlich noch 7 


so kommt für das gesuchte Integral ech 
J nl?) = -y 
sin Y 


Wir erhalten also für —> 


Yinax €°8 Yay — sin = 


y2 


Also nach Jahnke-Emde!) 


= 4,4931 für =o. 
Für 2 = 5,5 haben wir Ynax = 4,5 berechnet; die Kurve er- 
reicht hier also zum erstenmal den asymptotischen Wert, um 


den sie in kleinen Schwankungen für = > 5,5 herumpendeln 


wird. Die Schwierigkeiten einer näheren Berechnung dieser 
Schwankungen (wesentliche Singularität von J, im Punkt oo) 
stehen in keinem Verhältnis zu dem möglichen Gewinn, so 
daß diese Rechnungen hier unterbleiben. 

Die Berechnung von Y„ax gestaltet sich bequemer. Wir 
haben auf der X-Achse 


1) E. Jahnke u. F.Emde, Funktionentafeln mit Formeln und 


| | 
‘e 858 E. Spenke 
_ 
Sr 
| 
A 
er 
<> 
| 
j 
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| 
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wobei nach Gans ( 


(8) - as 
0 


ist. Unter Beriicksichtigung von 


ergibt sich für Xanax 
L 

(vgl. Fig. 11). Dr 


S=X- 
19 
: 
»* 
“ 7 +e * 
| 
+) ia | 
4 
4 4 
6 4 
® 
0 7 4 5 Z > 5 6 7 & 9 
Fig. 11 Fig.12 
L m X) 
»- © X— > = 4, = 3,8317. eis 


4 


Hier strebt also die Korrektur und nicht die Koordinate selbst ') 


einem Grenzwert zu (Fig. 12), um den die Kurve X — = mit 
abnehmenden Amplituden oszilliert. Zur Berechnung dieser 
Schwankungen setzen wir also 


2 
in eine neue lineare Gleichung für « über, indem wir nur die 
jeweils niedrigsten Potenzen von 1/X und « berücksichtigen: 
2) 

2) 


2 
Links setzen wir die bekannte Näherung der Besselschen 
Funktion für großes Argument ein, rechts Entwicklung in 


eine Potenzreihe um die Nullstelle o, von J, (2): 


2X-a,-8 +8 


€ 
3 & n 
/2 (1 — Bus sin (2x _ 6 — 


1) Tatsächlich liegt ja auch bei dem ,,Quermaximum“ die Lage so, 
daß eine „Korrektur“ einem Grenzwert zustrebt. Denn die an Stelle von 
L/2 tretende Körperdimension, die Breite des Teilchens ist konstant 
gleich 0 angenommen, so daß Korrektur X,,,. — 0 und Koordinate Y,,,, 


| 
4 
| 
| und führen unsere ursprüngliche 
| 
| 
| / (2X — a, — sin (2 X—o,— Cos & 
| 
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(144 „) [sin(2.x 0, 2) 


— (2x - *)| 


(2X —o,)-*ssin (2X—o, — 4) 


(2X —o,)-* ‚cos (2X —o, 
+38 (2X -0,)*sin (2X —o, — en 
2, - 
sin (2X ug 
+ / - (2X — a,) cos ( X-o + (2X — 9,) q 
sin (2x - o, - 2) 
(2X — 8,8817) 2 


Aus dieser Näherungsformel für « ergibt sich im letzten nume- 


risch ermittelten Punkt [X = 9,205; = 5,500} «= — 0,129 


während &=— 0,127 sein müßte. Das ist ein Fehler von 
~1,6Proz. in «, der ja bei Vernachlässigung der Größe 

. — =- = 0,035 gegenüber 1 zu erwarten war. 
x” 9,205 
Der Wert von Z/2, auf den es uns doch allein ankommt, 
+ — 9,002 _ 0,4 Promille falsch bei Be- 
5,5 
2 
nutzung der Näherungsformel. Diese ist also bereits von i 

2 = 5,5 ab benutzbar. 


Die Behandlung der noch ausstehenden Fälle (Spalt, Scheibe, 
Kugel) wird genau analog zu der von X,,x durchgeführt. Die 7 
numerische Diskussion der urspriinglichen Gleichung ist stets Cull 

Annalen der Physik. 5. 1, 57 


wird aber nur um 
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(außer bei der Kugel) soweit durchgeführt, daß durch die an- 
. schlieBende Näherung ¢ mindestens bis auf ~ 10 Proz. und 
damit die gesuchte Größe mindestens bis auf einige Promille 
geliefert wird. 


Das rechteckige Teilchen und der Spalt 


Das rechteckige Teilchen werde mit einem durch eine 
gleichfalls rechteckige Blende begrenzten Objektiv beobachtet 
und zwar sollen seine Seiten denen der Blende parallel sein. 
- Die Breite und Länge nennen wir bei dem Teilchen d und J, 
bei der Blende a und 5. Bezeichnen wir den Objektivabstand 
vom Objektiv mit R, so treten an die Stelle der einen Apertur 
sin« die zwei Größen a/2 R bzw. 5/2 R; die groß geschriebenen 
Buchstaben bedeuten in diesem Abschnitt also das Produkt 
der betreffenden klein geschriebenen Größe mit dem Faktor 


a b 
a b 
d, 


Gans geht sehr bald zum Spezialfall eines unendlich langen 
Teilchens der Breite d über (was für unsere Rechnungen gleich- 
bedeutend ist mit einem unendlich langen Spalt in einem 
undurchsichtigen Schirm). Es ist aber aus seinen Eutwicklungen 
ohne weiteres ersichtlich, daß diese auch für das Teilchen mit 
endlicher Länge gelten und selbstverständlich in genau gleicher 
Weise für Yn. und L/2 wie für Xnax und D/2, da ja zwischen 
„Länge“ und „Breite“ gar nicht sinnvoll unterschieden werden 


kann. Zu IE 
M.P. (70) t 
= 


max 
> D 
2 
tritt also die Gleichung 

L 

2 


Wir bemerken hier einen Vorteil, den die Einführung 

rechteckiger Blenden neben anderen mit sich bringt. Jede 
der Hauptachsen und Y,,,, des Beugungsringes hängt nur 
von der zugehörigen Abmessung D/2 bzw. L/2 des Teilchens 


w 
4 
| 
| 
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ab im Gegensatz zur Sachlage bei kreisférmigen Blenden. Im 
vorigen Abschnitt variierte nämlich die Querabmessung des 
Beugungsringes!) mit der Länge des Teilchens, obwohl die dazu- 
gehörige Dimension, die Breite konstant, nämlich verschwindend 


klein gehalten wurde. Im folgenden sprechen wir nur von 
dem Zusammenhang zwischen X,,x und D/2 (Figg. 13 u. 14). 


1) Dort Y „ax genannt im Gegensatz zu den Ausführungen des vor- 


liegenden Abschnittes, wo ihr X,,,, entspricht. Diese bedauerliche Dis- 


krepanz der Bezeichnung ließ sich nicht vermeiden, wollte man nicht 
den Zusammenhang mit den Gansschen Benennungen aufgeben. 
57* 


» 7 « 
x 
4 
Amat 
72 F 
Spat 
u 
> Fig. 14 
| 
| 
| | : 


Einige Punkte der aus M.P. (70) resultierenden Kurve 


un @ Kuss (3) erhalten wir durch das übliche numerische 
Interpolationsverfahren. Eine Reihe anderer Punkte liefern 
uns aber folgende Betrachtungen. Eh 

Int D]2 gleich einer der Wurzeln der Gleichung 7 
so muß | gleich der nächst größeren Wurzel sein, damit 


\ auch die linke Seite von M.P.(70) gleich 1 wird. Die Werte 
5 der Wurzeln finden sich bei Jahnke und Emde.’) = 


~=1, 


Ist ferner 


D = 0, 2,2... dew. = 


nz 
b 


so wird die rechte Seite gleich 0 bzw. co. Also muß 


Xmax = %, 22, 32,... bzw. -35,55, 75, 
sein. 
In den Punkten 0, > 25; 35; .. + ist also die Kor- 


rechter 


Daß dies auch ihr asymptotischer Wert für 2 —> oo ist, ergibt 
sich leicht aus der Bemerkung, daß für große Werte von X,,,x 


> 
2 


max 


ist, also auch tg A ax > tg = sein muß. Der Tangens hat aber 
die Periode z. 


Dementsprechend setzen wir 
Xmax 


\ und erhalten bei großen Werten von Xyaxr für & auf dem 
7 üblichen Wege eine Näherung. Die Gleichung M.P. (70) nimmt 


7 jetzt folgende Gestalt an: 


1) E. Jahnke u. F. Emde, a. a. O., 8. 3. 


— 
= ~ 


Formbestimmung mikroskopischer u. ultramikroskop. Objekte 865 


D 


2 > 


(Der lästige Index max wird erst wieder am Schluß hinzu- 


gefügt werden.) Say « 
tg X X X 
—_ tgX l+tgX-tge i1+etgX X X 
zu 
ia 1 1-4-4 4 4) tex 
= > - tas - . 
(Xmax tg A + X cot > 


Im letzten numerisch aus M.P. (70) berechneten Punkt 
{Xmox = 18,48; = 10,20) 


ergibt sich & = 0,14, was innerhalb der Genauigkeit von zwei 
Stellen der exakte Wert ist. Der Fehler in « ist also höchstens 


gleich = 2,9 Proz., in der gesuchten Größe E höchstens 
gleich nn = 0,4 Promille. 


Bei der Ableitung der obigen Näherungsformel setzen wir 
tge=e, 


trafen aber keine weiteren Vernachlässigungen. Es wurden 
also nur Größen 
1 
= O (x) 


weggelassen'), so daß wir berechtigt sind, die Glieder —1 und 
—atgX im Nenner, die doch zu « nur Beiträge von der 
Ordnung 1/X? liefern, beizubehalten. Im Gegensatz zu all 
den anderen in Teil III behandelten Näherungen wird also 
hier nicht nur die niedrigste Potenz berücksichtigt. 


: 
| | 
= 
| 
| 
= 
of 
Pine | 
| 
. 
4 
| 2 
1) Das Symbol O (=) bedeutet: Glieder héchstens von der Ord- : 


u Die Kreisscheibe 
Die von einem Punkte abgebeugte Kugelwelle tritt in der 
Bildebene als ein Hertzscher Vektor 


Z = dQ pt 
in Erscheinung, wobei Fe 


«= sin @ cos ® ß =sin@ sin® 
dQ=sinOdOd®@ 
bedeutet und die Integration über den wirksamen Teil des Ob- 
jektivs zu erstrecken ist. 

Beleuchten wir unsere Kreisscheibe senkrecht von unten 
oder von oben, so sind Phasenunterschiede nicht zu berück- 
sichtigen, wir haben die Hertzschen Vektoren der von den ein- 
zelnen Punkten der Kreisscheibe abgebeugten kobärenten 

_ Wellen zu addieren: 


= [dudv [0 d [aw ei kO[(z—u) cos + (y—v) sin | 
Kreisscheibe 0 

Wir bringen diesen Ausdruck durch Einführung von Polar- 
koordinaten und sukzessive Ausführung der Integrationen auf 
eine bequemere Form. 


u=rcosrt v=rsint 


r= pcos ®” y = psing 

pcos cos  — r cos cos 
+p sin sin —r sin sin 
=[ pcos(®— gq) —rcos(t — 


cos@ + (y — v)sin = | 


f 2x a 2x 
Z = frarfa rf 949 fd (D eik p cos (S—p)— cos (r— P)] 
0 0 0 0 
‘Reith 4 f = Radius der Kreisscheibe 
Z(p,p)= | OdO[ rdr | d | 
27 [040 [rar Jq(—kOr) 


| foaofrar.. 


er 
VE 
| 
« 
2 
= 
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kor 
0 
0 


k 
fa hOf) ROT) (kOP) 


Die Gleichung für Puax erhalten wir durch 0-Setzen der 1. Ab- 
leitung: 


u=F 


0 
F 
1 
. we ( F 
0 


P 
F J(u) — w J, (w) 


4 F 
| 1 
F 
F J, (Prax) (#) — (Pmax) J, (F) 4 


Man könnte zunächst vermuten, daß Pax = F eine Lösung 
dieser Gleichung wäre, weil durch diesen Wert von Pax der 
Zähler verschwindet. Allein wir sehen sofort, daß gleichzeitig 
der Nenner verschwindet, und wenn wir nun den Grenzwert 
des Ausdrucks für Puax = F durch Differentiation des Zählers 
und des Nenners feststellen, so zeigt es sich, daß dieser Aimns 
keineswegs identisch verschwindet. 


+ F. 
Nun dürfen wir aber mit 


„vi 
q 
Z(P 
PD 4n? w 
Z (Prox =— faw-7, w | +9, (wv) =0 
| 
| 
3 


Spenke te 


= > 


multiplizieren und erhalten als Gleichung für Pax 


FI (Pmsx) — Puax Io (Pas) J, (F) = 0 


Jo (Pmax) _ FI (F) . 


RB RM NT Prax 


(vgl. Figg. 15 und 16). | r 5 
| 
5 
ee 
43 
f- 3 2 
2 
... 
Fig. 16 


al 
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Um die Verhältnisse für große Kreisscheibenradien 7 zu 
übersehen, approximieren wir die Besselschen Funktionen 
zunächst ganz roh in der üblichen Weise durch trigono- 
metrische Funktionen. 


1 7 a\ 
J,(F) — sin 
Die Gleichung für P,,.. geht dann über in : 


Da nun sicher Pyax — F endlich bleibt — außer aus physi- 
kalischen Griinden ist das auch der Fig. 16 zu entnehmen — 

geht der Quotient 


F 
und es bleibt als Gleichung 


cot 2) = cot : 
Daraus folgt aber wegen der Periode x des Cotangens _ 


Für die genauere Verfolgurg der Schwankungen der Kor- 
rektur Pax — # um den asymptotischen Wert a haben wir 
also 

Pax -F=n+e; F= 


anzusetzen und in einer den vorigen Beispielen analogen Weise 
eine Näherungsformel für & abzuleiten. 


Prax Ot (Pmax — = F.cot +) 


| 


| 
4 
| 
4 
Ze 
= 
4 4 » 


See 


te(P—a—e+ = + 4) — + te*(P + 


(P+ *) =) - 


co (24) = atg(P+ 


Der zweite Summand im Nenner liefert zu ¢ nur einen Beitrag 


der vernachlässigten Ordnung = wird also weggelassen. 


n)?’ 


f 
2 ein (P + 2) cos (P + 2) 


P-n 


cos? (P + 


sin (2 P + 2) > 
n cos2P,,,. 
1 


Für den durch numerische Interpolation gefundenen Punkt 
{ Puax = 14,276, F = 11,000} ergibt sich « = + 0,136, während 
der richtige Wert e= + 0,134 ist. Das ist ein Fehler von 


2 . 2 
= 15 Proz. in ¢ und von - = 0,2 Promille in 
suchten Größe F. 


Durch nochmalige Differentiation der 1. Ableitung © 


Z(P)= + F! SAP)-J(F) — FI (F)J,(P) 
p? 


gewinnen wir die 2. ee 


(P?= F? [P- J, F- (P)- 4, (P)] 
Z"(Py=+P\ +, J,(P)— Pd, (P)J,(P) 
AP) 
>) |: 


80 —— 
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Im Mittelpunkt P= 0 des Bildes wird diese: 


0 [0 — 0] 
Z” (0) = Pd — 27, 
Hieraus ergibt sich in der Mitte des Bildes Zn) Ze 
ein Maximum fiir 0< F< 5,136 >. i 


8,417 < F< 11,620, 
ein Minimum für 516 <F< 8417 
he, 


11,620 < F < 14,796. 


Das Umschlagen der Intensität im Mittelpunkt erfolgt also 
bei denselben Werten von F wie beim linearen Teilchen für L/2. 
[Siehe M.P. S. 28.] Wir erwähnen dies hier, weil wir damit 
ohne bedeutendere Mühe die Unterlagen gewonnen haben für 
die von Gans vorgeschlagene Methode, durch Einstellen auf 


einen solchen Kippeffekt die wahren Dimensionen des Objektes 
zu bestimmen. 


Die Hohlkugel 


Als zu untersuchendes Objekt sei eine sehr gut leitende 
Metallkugel vorgelegt. Infolge der Absorption werden für eine 
Beugung des Beleuchtungslichtes nur die äußeren Schichten 
der Kugel in Frage kommen. Eine solche Metallkugel können 
wir daher als Hohlkugel behandeln, deren Wandstärke A klein 
gegen die Wellenlänge des verwendeten Lichtes sei. Dann 
kann der über einem Oberflichenelement 


liegende Teil a 


der Wand als beugender Punkt aufgefaßt werden. Als solcher 
ist er Ausgangspunkt einer Kugelwelle 


ike 
hr?sinododt. 


Da das von unten in Richtung der optischen Achse auf die 
Kugel fallende Beleuchtungslicht die unteren Punkte der Kugel 


® 
= 


nf 
. früher als die oberen erreicht, müssen wir noch einen korri- 
gierenden Phasenfaktor 
e~ tks as itr cogg 
hinzufügen. Daß das Vorzeichen der Phasenkorrektion — kz 
richtig gewählt ist, erhellt daraus, daß die von den unteren 
Punkten der Kugel [z < 0] abgebeugten Wellen einen Phasen- 
vorsprung —kz>O gegenüber den von den Aquatorpunkten 
z = U herstammenden Wellen haben, wie es dem früheren Ein- 
treffen der Beleuchtungswelle in den unteren Kugelpunkten 
entspricht. 

Der Hertzsche Vektor im Objektraum ist also Pasa 


Hinzufiigung der aus den M.P. bekannten Faktoren cz 
on 


ıks 
Z(p, it, Pp) = hr? sin odo [dr e-ikrcoso, 


Für die Entfernung s des Aufpunktes p,:+,g vom Quell- 
punkt 7,o,c benutzen wir nun die für große p geltende 
Näherung 


s = p—rcosy cos 7 = sin Fsinacos(p — t) + cos 4 cosa 
-iks eikp 
e etikreosy . 
8 p 
Für große p haben wir also im rm 4g 
ds 


Z(p, p) = 


hr? dr eikrsin & sin o cos (p—z) 
7 


0 0 
eikr (cos # cos o — cos 


Qn sino do eikrcoso (cos d—1) 


(kr sin #sin 0). 

Wir entnehmen dem bereits zitierten Werk von Nielsen iiber 
‘ Zylinderfunktionen Formel (2) von S. 182 für » = a 
- J, (xz sing) sin pdg = 


« 
0 


1 — 
x (y? +29) 4 V 
Für z=kr, y=cos#—1, z=sin + erhalten wir das obige 
Integral bis auf den Faktor 4, das also folgenden Wert hat: 


872 

et 
N, 
a Bu 
Wel 
1 
: 
+ 

| 

4 f 
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VF Vkr {(cos # — 1)? + 9} Ju, (Ar Yleos# -1) +sin?d) 


-2y; V2 — 20009) g sinkr 2-2cos% 


2 kr V2-2cos# 

2krsin 


Hiermit ergibt sich fiir den Hertzschen Vektor im Objekt- 
raum 


x Er } sin (27 sin >) fir 
pP, 9) hr. — 


p 2krsin “4 


Wir führen für den gesamten konstanten Faktor C At -4ar?-h 


den Buchstaben B ein und bemerken dabei, daB dieser Faktor B 
genau analog dem bei Gans’) bei der Behandlung des beu- 
genden Punktes auftretenden 3 gebaut ist, denn 42r?-h ist 
das Volumen der beugenden Hohlkugel. 


-ikp $in (24 r sin 


| 
Z(p,9)= BA 
y P 


Wir brauchen diesen Randwert [p sehr groß vorausgesetzt!] 


des Hertzschen Vektors nur innerhalb der Objektivöffnung «. 
9 


Z(p,t) = B.- kr? . 


Durch den Übergang in den Bildraum vermittels des energe- 
tischen Prinzips von Abbe finden wir für die Randwerte im 
Bildraum 


wobei 


of 
| 
>. 
of 
+ik’p gr 
Ä 
,_ 22 14 
B = Bxp,(~) 


ist. Aus diesen Randwerten erschlieBen wir nach Debye fir 
die Werte in der Nähe des Brennpunktes: 


en 
0 v 


J,(k s’ 0) 


Z' (Smax) = 
R 
2 [ dw-sinw- J, (2 w) - 
0 
= 
2 
=— p dw- sin w) 
0 
fr-dw-sinw. J, (7 w) = 0. 
0 


Wenn wir auf diese Gleichung das numerische Inter- 
polationsverfahren in der bisher benutzten Form anwenden 
wollten, so hätten wir [bei einem fest vorgegebenen Wert von 
R) Swax probeweise gleich irgendeiner Zab] zu setzen, das 
Integral numerisch auszuwerten und dies für mehrere Werte 
von Sax zu wiederholen. Das Integral wird dann posi- 
tire und negative Werte annehmen und durch Interpolation 
zwischen diesen könnten wir den richtigen Wert von Sax, der 
eben das Integral zum Verschwinden bringt, finden. Hierbei 
wäre also die mühselige numerische Integration mehrere Male 
durchzuführen und so empfiehlt es sich, % nicht mehr als 
unabhängige Variable, die fest vorgegeben wird, sondern als 
abhängige Variable, deren Wert aus mehreren probeweisen 


= 
ix 
| 
| ig 
Md Maßgebend für die Intensitätsverteilung ist also die Funktion 
- 
J 
4, 
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Annahmen interpoliert wird, zu behandeln. Als unabhängige 
max 
R 
nimlich ein fester Wert beigelegt worden, so ist der Integrand 
bestimmt und nun führen wir numerisch die Integration mit 
einer gewissen Schrittlänge Aw durch. Bis zu einer gewissen 
Grenze R, wird der Wert des Integrals dann ein und dasselbe 


Variable benutzen wir jetzt Ist diesem Quotienten 


70 
Fig. 18 


Vorzeichen haben, beim Uberschreiten dieser Grenze um ein 
weiteres Aw aber das Vorzeichen wechseln. ZA, und A + dw 
sind dann also zwei probeweise Annahmen für die abhängige 
Variable R, die Integralwerte verschiedenen Vorzeichens liefern. 
Zwischen ihnen wird dann mit Hilfe eben dieser Integralwerte 
der wahre Wert von R interpoliert. So erhalten wir zu einem 


bestimmten Wert von 7 das zugehörige R und damit 


schließlich die gewünschte Abhängigkeit Snax = Smax(R). Das 
Ergebnis stellen Figg. 17 u. 18 dar. 


ad 
phd 
5 : 
Fig. 17 
| 


I Nicht nur bei der numerischen Diskussion, sondern auch 

bei Ermittlung des asymptotischen Wertes der Korrektur 
PS Smax — R bereitet die Tatsache, daß die entscheidende Glei- 
chung 


R = 
1 ° S 

Z (8) | wdwsinw J, (ze = 0 


ein Integral enthält, Unbequemlichkeiten. Wenn auch A als 
sehr groß vorausgesetzt wird, so hat doch das Argument der 
Besselschen Funktion nur im letzten Teil des Integrations- 
weges große Werte. Es kommt also eine Einführung des 
asymptotischen Ausdrucks von J, in obige Gleichung nicht in 
m rage. Einen Ausweg könnte die Schreibweise 


R 
J=-f-f-=0 
0 R 


bieten. Im 2. Integral gilt fiir das Argument zw von J, 


bestimmt 


Ss 
=S>R. 
Hier dürfte also /, durch seinen asymptotischen Ausdruck 
ersetzt werden. Leider ist aber das erste Integral divergent, 


es wird wie Yw unendlich. Dagegen führt dieser bei der Ab- 
leitung Z’(S) versagende Kunstgriff bei der Funktion Z($8) 
selbst zum Ziel. Wir erhalten also zunächst eine nach rezi- 
proken Potenzen von $ bzw. A fortschreitende Approximation 
für Z(S), aus der durch Differentiieren eine ebensolche für 
Z' (8) gefunden wird, die dann gleich 0 gesetzt, die gewünschte 
Gleichung für Sysx = Smax (R) liefert. 


Wir sehen sofort, daß das erste Integral 


fdw-sinw- J, (Ze) =0 


4 
“Al 
Er 
} 
29) = [dw-sinw-J, (Fw) =f — [- 
a 
| 
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ist. Denn es ist?) 


0 fiir <1. 


29 | 
4 


In unserm Falle ist 

1 = 

und dieser Quotient ist größer als 1, da wir Z(S) in der u 
gebung des ersten äußeren Beugungsringes berechnen wollen. 


Also bleibt 
fa w-sinw-J,(8+w), wobei = ist 
R 


co | 9 w — #)+ sin sin - w :) 


Bw 


R 
& 


dw 
— sin w - cos w - sin w- sin 8 w | 


R 
; Sin w cos w 


@ 


fz Rt lhw+ fe cos (3 — Nw 


Ve 3 cos lt 
‚sin (2 + 1)w) 


w 


1) Riemann-Webers Differentialgleichungen der Physik. Heraus- 
gegeben von Frank u. v. Mises, Bd. I, S. 337, Formel (29’). 
Annalen der Physik. 5. Folge. 1. 


4 
4 
| 
_ 
= 
1 
2V 78 
Ar 
B | 
| 


} w® 

@ 
1 nr . 1 dx 
>>> 7 $10 z - 


Die hier auftretenden Integrale werden, z. T. mittels partieller 
Integration, auf trigonometrische Funktionen und die Fresnel- 
schen Integrale S(z) und C(z) zurückgeführt: 


-{= sin(# — 1)w = cos(? + 1)w 
‘ Vu Vu 
» R R 
® < 1 dw 1 dw . 
0 
Z(8) = 
# we 1 cosz 
| 
in 
 VB-1 dx Ve -[ dx 
| qa 1 1 dx 
4 4 - + — — —— (03 Zz 
sinz= | — = &(4)| - 
~ 


[1 —26(4)] 


VA 


+3 — zZ 


nh 


Für die untere Integralgrenze A ist einmal 


R(g—1)= -1)=-5-R 


und das andere Mal 


RB+1)= 


einzusetzen. S — R ist eine Größe der Ordnung A’ = 1. Wir 
werden also in Z(S) für die Integrale mit ?(#— 1) als untere 
Grenze die eben abgeleiteten Ausdrücke, in denen A durch 
R ersetzt worden ist, benutzen. RA+l)=S+R ist 
jedoch nach unserer Annahme groß. Wir dürfen also in den 
Ausdrücken für die Integrale f ... die Fresnelschen Inte- 
R(p+1) 

grale durch ihre Reihenentwicklungen für großes Argument!) 
ersetzen. 


1) Vgl. Jahnke-Emde, a. a. O. S. 24. 
— 


we 
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L 
A A ‘ 
— 8m z 
A ~ 
~~ 
. 
A A a 
3 sin A 7 i 
A 
= = 
r 
| 


S+R 


dx 
sınz = 


cos(S+ R) 1 
)S+R | 


_ sin(S + &) o( 1 
YS+R 


gen(StR -2€ 


v2 1 1-3 
( ---) (8 
1 V2 ] +R 
2 1 
\ 2(S+ R)’ sin ($+R) 


YS+R 
in(S+ KR) 
VS+R 
V2 1 1-3 
anil +--+} sin(S+R| 
+ ial 1-2 1 Vea | 
— — 
V2 1 \ 
9 
(- 2(S +R) 
cos (S + R) 1 
0 |-——— 
VS+R? + (7 =n) 
sin (S + R) ( a 
VS+R? VS+ a) 
3 sin (S+R) cos (S+ R) 
2 ) S+R 


sin (S+R) 3 cos (S+ R) 


) S+R° V S+R 
+2 ys +++) (S42 
ı Van \y2s+Rı V2(S+R) 


sin ($+ A) 


8800 
“4 

| 
4 — S(5+ R)| 
| 
4 
J 
Vx Re 
S+R 
f Ry) 
S+R 
+ ii 
Ve | 
S+R 
f dx 
S+R 
dx 
S+R 
4 2 
3 9. 
- 
—sinz= —— 0 
S+R = 


+R 
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Die berechneten Integralwerte setzen wir in den für Z($) ge- 
fundenen Ausdruck (11) ein, — die Definition 


und erhalten nach einigen Umformungen - 


= — — —— ...|, 
S+R VS-R 
2a O 
= V V S—R + 


is Rz sin (S+R sin(S-R 
S(S-R)-C(S—R) 
L S-R 
Da nun das Maximum von Z(S) in Abhängigkeit von 8 bei 


festem R gesucht wird, können wir den unwesentlichen Faktor 
weglassen und an Stelle von Z(8) die Funktion 


( 4822) 
sin (S- R)+cos(S-R) , sin(S+R) + cos(S+ R) 
48 + S+R +0( 
betrachten. 


Die Lage Sax des 1. Beugungsringes wird also durch 
folgende Gleichung geliefert: 


1 1 1 d ! 
"(8 ax) = — — = 
(mex) z ys? | | + Vs ds | | 


VS-R 
a Pr cos(S+R + +) 
— S+R 


S-R 


| 
ad | 
+3 
» 
| 
> 
| f 
b 
= | 
fan. (80-1 
as ( 45} V 48 
\ 
sin s-R-#) sn[S+R- 7 
45 S+R R = 


al) <> E. Spenke 


_ SiS—B- 

VS-R 

für deren Ableitung nach $ wir ar 
nls-R 

ı f$-R) (: 

2 S-R t7 S-R 

finden. Die Gleichung für $,., erhält nun die Gestalt: 


R) =) 
as We 
Ss y2 45 


f($- B=- 


\ 1 
S+R + (pr) =0 


S—R giro =. FÜR 


Bis auf Größen 1/A? lautet also nun schließlich die Gleichung 
für Smax! 


= 


2 Sax -R Va Smax — R 
on 
3 max -R ein | Smax + _9 
3 Vz Smax + R 


Werden auch die Größen 1. Ordnung vernachlässigt, so erhalten 
wir eine Gleichuug für den Grenzwert der Korrektur Sax — 2: 


iy - Im folgenden benutzen wir die Funktion 
= 
| 
«ff 4 
u s 
f(S—-R) (s 1 f(S-R 
4q 
sin (S-R- 2) sin (S-R-* | 
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1 S(s max R) E(Smax -R 
2 


(13) 


Ihre numerische Diskussion ergab 
lim (Snax — R) = a = 3,80. 
R>o 


Da in dem mehrfach zitierten Werke von Jahnke und Emde 
die Werte der Fresnelschen Integrale nur für die Argumente 
3,5 und 4,0 angegeben werden, wurden S (3,80), © (3,80), S (3,81), 
€(3,81) nach den dort aufgeführten Formeln berechnet und 
dann durch Interpolation zwischen 3,80 und 3,81 der Wert 3,804 
für a gefunden. 

Nach Fig. 18 führt die Korrektion S,,,— 2 um ihren 
Grenzwert a kleine Schwankungen aus. Um diese zu erfassen, 
setzen wir in Gleichung (12) Snax = R+a+é, entwickeln alle 
vorkommenden Ausdrücke nach Potenzen von «, vernachlässigen 
&® und höhere Potenzen von « und lösen die entstehende lineare 
Gleichung nach s. & wird sich mindestens von der Ordnung A’! 
ergeben. Infolgedessen sind bei dem beschriebenen Verfahren 
auch die mit s multiplizierten Glieder der Ordnung AT! zu 
vernachlässigen, da das Produkt mindestens die bereits ver- 
nachlässigte Ordnung AR? hat. 


Smax R=ate, Smax + 2 Snax —a—E. 

(Der lästige Index max wird jetzt wieder weggelassen.) 

3) 3 flats) 


Vx Ss 


. 7 
sin 7) 


1 
— = 


_ +f )+ = 
Tray 


v 
uw 
, 
i ¥ 
| - 
2 a+s 
>. = ‘(a) = 
> 


f(a+e) _ f(a) 
ate 


~, a \ Va 2 
” sin 2) sin (2s-a- 3) cos(2S—a—7} 


235-a-e-7 


Dies alles in (14) eingesetzt, ergibt schließlich für «: 


er sin (25-0 - +) + Va r@ 
> sin (a *) 
t a 3 4 3.,— f(a) 
cos (a +) - 


Der gefundene Ausdruck stellt offenbar das erste Glied 
einer nach Potenzen von a/S fortschreitenden Reihe dar, ver- 


nachlässigt also (5) gegeniiber <, oder < gegeniiber 1. 


Prüfen wir also an den letzten unserer direkt berechneten 
Punkte der Fig. 18, wo $ ~ 11 ist, die Genauigkeit der für & 


3,8 
gefundenen Formel, so haben wir einen Fehler von ae 35 Proz. 


zu erwarten. Tatsächlich ist er 30 Proz. bei $= 10,88. In 
dem gesuchten Kugelradius ergibt das einen Fehler von 0,9 Proz. 
Der Anschluß der Näherungsformel an die direkt berechnete 
Kurve ist also nicht so gut wie in den bisher behandelten 
Fallen. Aber von S,,x = 15 ab wird die Näherungsformel 
bereits wieder die Kugelradien bis auf einige Promille genau 
liefern, und da die direkte Berechnung hier so unverhältnis- 
mäßig langwierig ist, wird auf eine Fortsetzung der direkten 
Berechnung bis $ = 15 verzichtet. Bei jedem gegebenen Objekt 
wird man ja auch stets durch geeignete Wahl der Apertur 


| 
n 
Es: .- 
| 
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erreichen können, daß entweder S > 15 oder < 11 ist. Be- 
rücksichtigt man übrigens, daß a = 3,804 ist, so nimmt die 
Näherungsformel folgende bequeme Gestalt an: 


1,917 ),185 | 
(cin (28 — 4,569) + 0,188). 


Anschließend wollen wir noch die Daten für die Anwendung 
der Kippmethode berechnen. Maßgebend für die u | ist 
nach (10a) das Quadrat der Funktion 


R 

= jy dw-sinw- J, (Fw). 


Durch Betrachtung der zweiten Ableitung 


= 2(Z (9% + (8) 


erhalten wir Aufschluß über das Umschlagen der Intensität in 
der Mitte S=0 des Bildes. 


(8) =— few sin w-w J, w) TE 


R J Ss 
=— fe w-sinw-w* | J, _ 


20) =- +5 


0 


‘ 
— few sin w-w- 0-0 


R 


1 1 
2 = 
Z’ (0) = — pe sinw- w 
1 1 N 2 
(2 — w*)cosw + 2wsinw 


w= 0 


| 
IX, 
| 
Na, 
er -& 
— 
| cos RR) + ReosR-2RsinR | 
| 2R' 
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= 2120 + 20)2" 0) 
ds S=0 
_ 1-—cosk 2(1— cos Rk) + R’cosk 
R 2 sin? 2 
Der erste Faktor ist dauernd positiv. 


(Auch bei R = 0!) Der zweite Faktor ist abwechselnd positiv 
und negativ, wie durch nähere numerische Diskussion fest- 
gestellt wurde. Für R = 2n, 4n, 62... verschwindet wegen 


in der Mitte die Intensität überhaupt. Wir haben also von 


R= 0 bis 4,08 ein Maximum, 


4,08, 7,12 ein Minimum, 
bei 6,28 völliges Verschwinden 


7,12,, 10,79 ein Maximum 


10,79 ,,, 14,00 ein Minimum, 
bei 12,56 völliges Verschwinden 


der Intensität in der Mitte. 
Bei der Kreisscheibe tritt ein solches 0-Werden der Inten- 
sität nicht auf, denn dort ist 


F 


P 

| 

Z(0) = dw-1-J, (w) = —J,(w)| 
J 1 0 


und 1— J,(F) hat außer bei # = 0 keine 0-Stelle. Für F = 0 
geht aber das Kreisscheibenbild in das eines leuchtenden 
Punktes iiber, hat also in der Mitte ein von 0 verschiedenes 
Maximum. Daß das hier verwendete Z(0) für /=0 ver- 
schwindet, liegt daran, daß negative Potenzen von F als ge- 
meinsame unwesentliche Faktoren weggelassen worden sind. 
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Zusammenstellung und Anwendung der Ergebnisse 
Zwei Punkte im Abstand A Be 


A A 

X } max 2 

N 5 5,136 5,136 5,136 0,0 

5,51 4,51 5,04 1,0 

D 6,38 4,88 1,5 
7,58 5,58 4,73 2,0 
8,26 5,26 4,17 3,0 

8,90 4,90 3,22 4,0 

10,23 5,23 1,18 5,0 


Bei größeren Abständen empfiehlt sich die Messung an den Hauptmaxima 
(den „Bildpunkten“ selbst) möglichst mit großer Kondensorapertur! 


Lineare Teilchen der Länge L 


ax X 2 max 2 
5,136 5,136 5,136 | 00 
5,24 4,24 1,0 
5,06 15 
5,64 3,64 
6,17 4,57 4,93 2,6 nn 
7,21 3,91 | 3,3 
4,80 3,5 
8,02 4,02 4,0 
4,58 4,5 
8,77 3,77 5,0 
| 4,50 5,5 
> 4,49 


L sin 2 N max — 46171 
1 

5 = 3,8317 + 7,5900 - eX... — 
Die Formel schließt sich an die Tabellenwerte von X,,,, = 8,77 ab gut an. 


Spalt bzw. rechteckiges Teilchen der Breite D 


D D 
X nex 2 
4 4934 0,00 9,42 
3,57 | 1,00 10,33 
3,14 | 1,57 10,90 
2,78 2,37 11,00 
3,14 3,14 11,69 
3,45 3,84 12,57 
3,23 4,49 13,48 
3,14 4,71 14,07 
2,94 5,50 14,14 


= 13,48 gilt die Formel 


= 
— | 
t 
| 
= 
‘ D D 
314 | 628 
3,33 7,00 
3,18 7,73 
we 3,14 | 7,85 
2,99 8,70 
3,14 : 9,42 
> 3,16 10,90 
fer 3,14 | 11,00 
Ab X,,, 
x D T 
- 
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Kreisscheibe. Radius F 


5,136 | 5,136 0,00 9,00 
5,19 | 4,19 1,00 10,15 
538 3,88 2,00 10,17 
5,52 3,12 2,40 11,30 
5,88 2,88 3,00 11,79 
7,02 3,18 3,83 12,06 
7,82 3,32 4,00 12,10 
7,96 3,46 4,50 13,32 
8,33 3,38 5,00 14,28 
8,65 3,18 5,52 14,93 
Von Pax = 14,28 gilt die Formel 


n 6082 P 
max 
Hohlkugel. Radius R 

Sax | max — R R max 

5,136 5,136 0,00 8,20 

5,20 4,20 1,00 8,77 

5,27 3,84 1,45 9,35 

5,58 8,44 2,14 10,88 

6,40 3,49 2,91 11,52 
7,74 4,01 3,73 


Ab Sax ~ 15, gilt die Formel 


1,917 
Ss 


Sax — R = 3,804 — [0,185 — sin (2S,,,,—4,589)]. 


max 


Für die Anwendung unserer Kurven und Angaben brauchen 
wir die Abmessungen des Beugungsringes in reduzierten Ein- 
heiten, während sie durch eine Ausmessung des Bildes in den 
Einheiten des betreffenden Maßstabes geliefert werden. Man 
könnte nun versuchen die Apertur sing und die Wellenlänge / 
zu bestimmen und damit die Angaben des Maßstabes in redu- 
zierte Einheiten umzurechnen. Die Bestimmung der Wellen- 
länge dürfte aber bei Beleuchtung mit weißem Licht, wie es 
wohl durchweg verwendet wird, auf Schwierigkeiten stoßen!) 
und so scheint es bequemer zu sein, mit dem Maßstab den 

1) Vgl. jedoch H. Siedentopf, Ztschr. f. Pys. 50. S. 299. 1928. 
H. 5 u. 6. 
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Beugungsring eines punktförmigen Teilchens auszumessen, dessen 
Radius uns wohlbekannt, nämlich = 5,136 in reduzierten Ein- 
heiten ist und somit eine Eichung des verwendeten Maßstabes 
ermöglicht. 

Als einen Nachteil, den aber die hier beschriebene Me- 
thode mit den übrigen von Siedentopf!), Gans, Bechmann?) 
und von Gerhardt?) vorgeschlagenen teilt, haben wir den Um- 
stand anzusehen, daß die Gestalt des Objektes von vornherein 
bekannt sein muß, damit man nämlich weiß, aus welcher Figur 
die Korrektur abzulesen ist. 

Allein dürfte sich zum Teil diese Kenntnis von selbst 
ergeben, z. T. lassen sich durch gewisse Kunstgriffe Auswege 
schaffen. 

Man wird z. B. auch bei sehr falscher Abbildung erkennen, 
wenn es sich um einen sehr langen Spalt handelt, daß ein 
solcher vorliegt, daß also Fig. 13 anzuwenden ist. Bei sehr 
nahe zusammenliegenden Punkten ist eine Verwechslung mit 
einem kurzen linearen Teilchen möglich. Allein hier könnte 
man folgenden Versuch machen. Durch Veränderung der 
Apertur sing variieren wir die Größen A bzw. J. Es wird 
sich dann mit wachsendem A der Beugungsring in Richtung 
der Querachse sehr viel stärker zusammenziehen, wenn es sich 
um zwei Punkte handelt, als wenn ein lineares Teilchen vor- 
liegt (vgl. die Kurven Y,,,, der Figg. 9 und 11). 

Durch einen anderen Kunstgriff dürfte sich die schwierige 
Unterscheidung von Kreisscheibe und Kugel bewerkstelligen I 
lassen. 1. Wird die Intensität in der Mitte bei der Kugel fir _ 
gewisse Werte von ZR, die man durch entsprechende Apertur- ; 
einstellung zu erreichen suchen muß, verschwinden, während 2 
sich dies bei der Kreisscheibe durch keine Apertuf erméglichen _ 7 
läßt. 2, Tritt das Kippen der Intensität der Mitte bei Kreis- Be). 
scheibe und Kugel für verschiedene Werte der Objektradien — sn 
auf. Diese Objektradien sind aber nun nicht meßbar, und geht .. 
man mit Hilfe der Angaben auf S. 871 und 886, sowie der d E 


Kolloid-Ztschr. 36. 1925. 
2) R. Bechmann, Ann. d. Phys. 84. S. 61. 1927. 


1) H. Siedentopf, Zsigmondy-Festschrift, Ergänzungsband der _ 
3) U. Gerhardt, Ztschr. f. Phys. 35. S. 697—717. 1926; 44. S. 397 _ 


bis 402. 1927. ay 0 
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Figg. 15 und 17 zu den Kippwerten der meßbaren Beugungs- 
ringradien über, so werden diese leider bei Kreis und Kugel 
nahezu dieselben. Sie sind nämlich 


für die Kreisscheibe 8,4, 11,57 
. für die Kugel.... 81, 11,2 


Trotzdem läßt sich vielleicht auch dieses neben dem Haupt- 
unterscheidungsmerkmal 1. verwenden. 

Abschließend läßt sich sagen, daß die Gestalt des Ob- 
jektes, soweit sie nicht bereits bekannt ist, durch irgendwelche 
Kunstgriffe bestimmt werden muß, bevor die einzelnen Methoden 
zur genauen Feststellung der Dimensionen angewendet werden 
können. 


Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft habe 
ich für die Bereitstellung der Mittel, die für die Durchführung 
der numerischen Rechnungen erforderlich waren, zu danken. 

Besonderen Dank schulde ich aber Hrn. Prof. Dr. Gans 
für die Anregung zu dieser Arbeit sowie für sein dauerndes 
wohlwollendes Interesse während der Durchführung derselben. 


d Königsberg, II. Physikal. Institut, 29. Januar 1929. 


(Eingegangen 2. Februar 1929) 
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Über die optische Aktivität des Quarzes senkrecht 
zur optischen Achse 


Von @. Szivessy und C. Schweers 2 


(Mit 4 Figuren) 


Inhalt. I. Einleitung: $ 1. Ergebnisse der Kristallgittertheorie; 
$ 2. Zusammenstellung der Gesetze der Lichtausbreitung in nicht ab- 
sorbierenden aktiven Kristallen; $ 3. Komponenten des Gyrationstensors 
bei trigonal-enantiomorphen Kristallen; § 4. Numerische Werte der Kom- 
ponenten des Gyrationstensors bei «-Quarz; Ziel der Untersuchung. — 
II. Theorie der MeBmethode: a) Interferenzerscheinungen einer nicht 
absorbierenden, aktiven Kristallplatte im parallelen, senkrecht auf- 
fallenden, linear polarisierten Lichte: $ 5. Senkrechter Durchgang einer 
ebenen, linear polarisierten monochromatischen Lichtwelle durch eine 
nicht absorbierende, aktive Kristallplatte; $ 6. Eine nicht absorbierende, 
aktive Kristallplatte zwischen gekreuzten Polarisatoren im parallelen, 
senkrecht auffallenden Lichte; § 7. Minimalazimute; § 8. Symmetrie- 
azimute; $ 9. Prinzip der Methoden zur Bestimmung der Minimalazimute 
und der Symmetrieazimute. b) Spezialisierung der unter a) behandelten 
Interferenzerscheinungen für eine parallel zur optischen Achse ge- 
schnittene Platte eines trigonal-enantiomorphen Kristalls: $ 10. Minimal- 
azimute und Symmetrieazimute bei einer parallel zur optischen Achse 
geschnittenen Platte eines trigonal-enantiomorphen Kristalls (a-Quarz); 
$ 12. Methode zur Bestimmung der Gyrationstensorkomponente g, mit 
Hilfe der Minimalazimute und der Symmetrieazimute; § 12. Methode 
zur Bestimmung der Gyrationstensorkomponente g, durch Messung der 
Elliptizität in einem Minimalazimut oder in einem Symmetrieazimut. — 
Ill. Versuchsanordnung und Messungsergebnisse: a) Versuchsanordnung 
und Meßverfahren: $ 13. Prinzip der Versuchsanordnung; $ 14. Einzel- 
heiten der Versuchsanordnung; $ 15. Justierung; $ 16. Kreuzen der 
Nicols; $ 17. Bestimmung der Minimal- und Symmetrieazimute; § 18. 
Messung der Phasendifferenz 4,; § 19. Messung der Elliptizität tg wy; 
b) Messungsergebnisse: $ 20. Beobachtungsmaterial; § 21. Bestimmung 
der Gyrationstensorkomponente g, durch Messung der Minimal- und 
Symmetrieazimute; § 22. Kritik der Voigtschen Meßmethode; $ 23. 
Kritik der Weverschen MeBmethode. — Zusammenfassung. 
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I. Einleitung 
$ 1. Ergebnisse der Kristallgittertheorie 

Bei einer Lichtwelle, die sich in einem Körper ausbreitet, 
besteht bekanntlich zwischen der elektrischen Feldstärke €, 
dem mit der elektrischen Verschiebung identifizierten Licht- 
vektor D® und dem durch die elektrische Feldstärke erzwun- 
genen elektrischen Moment der Volumeneinheit ® die Beziehung 
(1) D=-E+4n-%. 
® wird durch die spezifischen materiellen Eigenschaften des 
betreffenden Körpers bestimmt und fällt bei einem Kristall im 
allgemeinen nicht in die Richtung von €. 

Wie Born gezeigt hat!), kann man zu den Ergebnissen 
der gittertheoretischen Kristalloptik in recht einfacher Weise ge- 
langen, indem man von den Differentialgleichungen der elektro- 
magnetischen Lichttheorie ausgeht und den darin auftretenden 
Vektor B aus den Verschiebungen der elektrisch geladenen 
Gitterteilchen berechnet, die durch die elektrische Feldstärke € 
der sich im Kristall ausbreitenden Lichtwelle hervorgerufen 
werden. 

In der Kristalloptik (mit Ausschluß der Röntgenoptik) ist 
die Wellenlänge A, im Kristall groß gegen die Gitterkonstante 7; 
® kann daher als eine nach Potenzen von y/A, fortschreitende 
Reihe dargestellt werden. Vernachlässigt man in dieser Reihe 
sämtliche Glieder bis auf das erste, von y/A, unabhängige Glied, 
so erhält man die Gesetze der Lichtausbreitung in nicht ab- 
sorbierenden, nicht aktiven Kristallen; berücksichtigt man aber 
noch das zweite, mit y/A, proportionale Glied, so gelangt man 
zur Optik der nicht absorbierenden, aktiven Kristalle. 

Diese Darstellung führt bei einem nicht absorbierenden, 
aktiven Kristall für die auf die optischen Symmetrieachsen z, y, z 
bezogene Gleichung (1) zu den Komponentengleichungen 


(2) €,+7(€ 6]; D,=8, E,+i[E D,=6; E,+i[E 6). 
Die in diesen Gleichungen auftretenden Koeffizienten &,, &,, & 
heißen die optischen Hauptdielektrizitätskonstanten, die durch 


(3) Ve, + Vey 
> 1) M. Born, Elster-Geitel-Festschrift, S. 397. 1915; Dynamik der 
2° Kristallgitter, S.65 u. 101, Leipzig 1915; Zitschr. f. Phys. 8. S. 402. 


0.1922; Enzyklop. d. math. Wissensch. 5. TI. 3. S. 596—630. Leipzig 1923. 
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bestimmten Größen bezeichnet man als die Hauptbrechungs- 
indizes; wir nehmen im folgenden stets an, daß «, zwischen «, 
und &, und somit auch n, zwischen », und n, liegt. Die optischen 
Hauptdieiektrizitätskonstanten bilden die Hauptwerte eines 
symmetrischen Tensors, dessen Tensorfläche das sogenannte 
Fresnelsche Ellipsoid ist; sie hängen in hier nicht näher zu 
erörternder Weise von der Frequenz der Lichtwelle, den Eigen- 
frequenzen des Kristallgitters und denjenigen Amplituden der 
elektrischen Momente der Volumeneinheit ab, welche den 
Amplituden der Eigenschwingungen des Gitters entsprechen.) 

Der in den zweiten Gliedern der rechten Seiten von (2) 
auftretende Vektor © bestimmt die optische Aktivität und wird 
als Gyrationsvektor bezeichnet; bei den nicht aktiven Kristallen 
verschwindet & identisch. Die Gitteroptik ergibt, daß @ ein 
axialer Vektor ist, der sich als homogene, lineare, symme- 
trische Vektorfunktion des die Wellennormalenrichtung be- 
stimmenden Einheitsvektors 3 darstellt; bezogen auf ein be- 
liebiges rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, z° lauten daher die 
Komponenten von ©: 


Gr = 911 + Ira + hs 


(4) Gy = + Jog By + Jog hi=1,2, 

| Gy = 93) 8. + Iso 8 + dr. 
Die sechs Koeffizienten 
(5) Dir» 922» Jos = Isi = Ais» Iı2 = Iaı 


bilden die Komponenten eines symmetrischen Tensors, der als 
Gyrationstensor bezeichnet wird; die Kristallgittertheorie liefert 
fiir sie ebenfalls bestimmte Ausdriicke, welche von der Frequenz 
der Lichtwelle, sowie von den Eigenfrequenzen und Eigen- 
schwingungsamplituden des Kristallgitters abhängen.?) 

Der aus (4) folgende Pseudoskalar 


(6) ¥ = 8G = 8? + Gog By? + + 2 Gos Sy dr 
+ 2 951 Be + 2 912 By 


1) M. Born, Pr f. Phys. 8. S. 404. 1922; Enzyklop. der math. 
Wissensch. 5. Tl. 3. S. 599. Leipzig 1923. 

2) M. Born, Ztschr. f. Phys. 8. S. 413. 1922; Enzyklop. der math. 
Wissensch. 5. Tl. 3. S. 608. Leipzig 1923. 
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heißt der skalare Parameter der Gyration, Trägt man vom 
Koordinatenanfangspunkte zu jeder Wellennormalenrichtung $ 
eine Strecke ab, deren Betrag r durch 

1 

ly 


gegeben ist, so bilden die Endpunkte dieser Strecken die zum 
Gyrationstensor gehérende (nicht notwendig zentrische) Tensor- 
fläche 


r= 


(7) + 95327 +2 9,22 +2 y=+1, 


die man als Gyrarionsfläche bezeichnet; das Vorzeichen ist 
dabei auf der rechten Seite von (7) so zu wählen, daß die 
Fläche reell wird. 

Das optische Verhalten eines nicht absorbierenden, aktiven 
Kristalls ist bestimmt, wenn die Laye und die Gestalt des Fresnel- 
schen Ellipsoid-s und der Gyrationsfläche bekanut sind, oder mit 
anderen Worten, wenn man die Lage des optischen Symmetrie- 
achsensystems, die Hauptbrechungsindizes und die nach den op- 
tischen Symmetrieachsen genommenen Komponenten des Gyrations- 
tensors keunt. 


x 2. Zusammenstellung der Gesetze der Lichtausbreitung in 
nicht absorbierenden, aktiven Kristallen 


Aus den Gleichungen (2) für die Lichtvektorkomponenten 
ergeben sich durch eine einfache Näherungsrechnung die Ge- 
setze der Lichtausbreitung in einem nicht absorbierenden, aktiven 
Kristall; wir stellen diese Gesetze, soweit wir sie im folgenden 
benötigen, in diesem Paragraphen kurz zusammen.') 


In einer Wellennormalenrichtung 3 breiten sich im Innern 
des nicht absorbierenden, aktiven Kristalls zwei elliptisch polari- 
sierte Wellen aus, deren Schwingungsellipsen ähnlich sind, mit 
ihren großen Achsen gekreuzt liegen und in entgegengesetztem 
Sinne umlaufen werden. Die großen Ellipsenachsen fallen mit 
den beiden Schwingungsrichtungen zusammen, die zur Wellen- 


1) Eine eingehende Besprechung dieser Gesetze findet sich im 
Handb. d. Physik, herausgegeben von H. — u. » 20. 
S. 804—842. Berlin 1929. y 
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normalenrichtung 3 gehören würden, falls der Kristall nicht 


aktiv wäre. Sind d’ und d” die beiden Einheitsvektoren, welche 
diese Richtungen angeben, so gilt bekanntlich im optischen 


Symmetrieachsensystem x, y, z 
%, 8, 3, 
= —: : 
8 N.“ No no N, 1 
| d D [2 d [23 8, 8 
1 1 1 1 1 
n,* n 2 n,” n 2 


Hierbei bedeuten »,' und =, die Brechungsindizes der beiden 
linear polarisierten Wellen, ‘die sich bei verschwindender Ak- a 
tivität in der Richtung 3 ausbreiten können, und zwar gehört > 
n, zu d’ und vn zu d”; n, und =, sind durch 3 und die : a 
Hauptbrechungsindizes (3) gemäß den beiden Gleichungen 


(9) 1 1 shen «8 
| ) sin? 12, 


eindeutig bestimmt, wobei 4, und 4, die Winkel sind, welche $ 
mit den Binormalen (optischen Achsen) des Kristalls bildet. 
Für die Zlliptizität der beiden erwähnten Schwingungs- 


ellipsen gilt 4 
10) k= | Ving? 


wobei g der durch (6) bestimmte skalare Parameter der Gyra- 
tion ist; fir g = 0 wird auch A = 0. 

Fiir die Phasendifferenz A, um welche die in der Rich- 
tung $ fortschreitende, rechtselliptisch polarisierte Welle gegen- 
über der linkselliptisch polarisierten beim Durchlaufen einer 
Strecke d im Kristall zurückgeblieben ist, hat man bei posi- 


tivem k 
(11 A= + | — + 4g? 


In diesem Ausdruck bedeutet 4 die Wellenlänge im Vakuum 
und © den Mittelwert der Brechungsindizes der beiden im 
Kristall in der Richtung 3 fortschreitenden, elliptisch polari- 


5 
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sierten Wellen; zur Darstellung der beobachtbaren Erschei- 


nungen kann man näherungsweise 
_ 1 , 77 5 4 


schreiben.’) 
In den Ausdriicken (10) und (11) ist das obere bzw. untere 
¢ Vorzeichen zu nehmen, je nachdem n,’< n‘ bzw. n, > n° ist. 
. Benutzt man die aus (9) folgende Näherungsbeziehung 
my? — = (n?— n,?)sin b, sin d,, 


so gehen (10) und (11) über in 

1 

as {+ | — n,2)? sin? 2, sin? 6, + 49? 
+ (n,* — n,”) sin 4, sin d,}, 


| 


(14) 4= +7 |V im? — nz2)?sin® d, sin? 6, + 49°); 


hierbei gilt das obere bzw. das untere Vorzeichen, je nachdem 
ny <M, bzw. Ns ist. 


4 x 3. Komponenten des Gyrationstensors bei trigonal- 
enantiomorphen Kristallen 
Hat man einen optisch einachsigen Kristall und legt man 
das optische Symmetrieachsensystem z, y, z so, daß die z-Achse 
in die Richtung der optischen Achse fällt, so wird x, der 
ordentliche und n, der außerordentliche Hauptbrechungsinder. 


Wir haben dann 
f 


wobei 4 den Winkel der 
und der optischen Achse bedeutet; (13) und (14) nehmen dann 
die speziellen Formen an 


3 


und 


(15) 


1) » hängt mit n,’ und n” von 3 ab; vernachlässigt man diese 
Abhängiekeit, so kann man für 7 den Mittelwert der Hauptbrechungs- 
indizes (3) setzen. Mit dieser weniger weit getriebenen Annäherung 
pflegt man sich nach dem Vorgange von M. Born (Ztschr. f. Phys. 8. 
S. 410. 1922) meistens zu begnügen. Vgl. Handb. d. Physik, heraus- 
gegeben von H. Geiger u. K. Scheel, 20. S. 811—815. Berlin 1929. 


a 
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(16) k= 7 { +! Vin,?— sin* b + + (m? — sin? d} , 


(17) 4= + — . 


Die Ausdriicke, welche die Kristallgittertheorie fir die Kom- 
ponenten des Gyrationstensors (5) liefert, sind nun so beschaffen, 
daß sich die Gesamtzahl 6 dieser Komponenten auf eine ge- 
ringere Anzahl reduziert, wenn die Kristallform Symmetrie- 
elemente besitzt.!) Für die Kristalle der trigonal-enantiomorphen 
Klasse, za welchen bekanntlich «-Quarz gehört, folgt ins- 
besondere, daß in bezug auf das wie vorhin gelegte optische 
Symmetrieachsensystem 9,, = 9o3 = 93, = =0 ist; 
setzen wir zur Abkürzung bei diesem Koordinatensystem g,, = 9, 
und 9,5 = 93, so erhalten wir für die Komponenten des Gyra- 
tionstensors 


(18) = = i> Iss = Is» Jos = = = 
Der skalare Parameter der Gyration y nimmt daher nach 
6) in bezug auf die optischen Symmetrieachsen die Form an?) 


9 = 8," + + 
hierfür kann man bei Einführung des durch (15) definierten 
Winkels auch 


(19) g = 9,8in* b + g, cos?b 


schreiben. Die auf die optischen Symmetrieachsen bezogene 
Gleichung der Gyrationsfläche (7) wird daher bei trigonal- 
enantiomorphen Kristallen 

(20) +y)+9,2=+1; 

d.h. die Gyrationsfläche ist ein Rotationsellipsoid oder ein Rota- 
tionshyperboloid mit der optischen Achse als Rotationsachse. 

1) Vgl. z.B. Handb. d. Physik, herausgegeben von H. Geiger u. 
K. Scheel, 20. S. 823. Berlin 1929. 

2) Dieselbe Form hat g bei den Kristallen der trigonalen Tetarto- 
edrie, der tetragonalen Tetartoedrie I. Art, der tetragonalen Enantio- 
morphie, der hexagonalen Tetartoedrie I. Art und der hexagonalen En- 
antiomorphie, nicht aber bei den Kristallen der tetragonalen Tetartoedrie 
Il. Art und tetragonalen Hemiedrie II. Art, bei denen die optische Akti- 
vität zwar noch nicht bekannt, aber prinzipiell möglich ist. Vgl. z. B. 
Handb. d. Physik, herausgegeben von H. Geiger u. K. Scheel, 20. 


Belin 1919, 


4 7 
b 
f 
| 
| 
2 
” => 
ig 
8. 
8- . 
w 


— Mit Rücksicht auf (19) gehen die Ausdrücke (16) und (17) 
ies trigonal-enantiomorphen Koıistallen über in 
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a en + Vin,’ —n,*)* sint b+ 4 (g, sin? b +9, cos? + (n,?— ,*) sin* b 

4 - 2(g, sin? b + 9, cos? b) 

) d= + = — 1 Vin, — sind + 4(g, sin? b + y,cos? 6)? |; 


in diesen Formeln gelten nach dem in § 2 Gesagten die oberen 
bzw. unteren Vorzeichen, je nachdem n, < n, bzw. n, > n, ist, 
d.h. je nachdem der Kristall positiv bzw. negativ einscheig ist. 
= Aus der Bemerkung am Schlusse von § 1 folgt, daB das 


h 


F: 


optische Verhalten eines trigonal-enantiomorphen Kristalls be- 
kannt ist, wenn die beiden Hauptbrechungsindizes », und n,, 
sowie die beiden in (18) angeführten Hauptwerte des Gyrations- 
tensors g, und g, ermittelt sind. Die Bestimmung der beiden 
letzteren Größen, die uns hier allein interessieren, kann in 
folgender Weise erfolgen: 

1. Bestimmung von g,. Man läßt eine ebene, linear pola- 
risierte, monochromatische Welle von der Wellenlänge A auf 
die ebene Begrenzungsfläche einer planparallelen, senkrecht 


7 3! zur optischen Achse geschnittenen Platte des betreffenden 
trigonal-enantiomorphen Kristalls fallen. Es wird dann 
b=0, 
Re: somit folgt aus (9) mit Rücksicht auf (15) | F 
nennen; ‘a 
ergibt sich dann aus (12) zu 


Fir die Elliptizität A und die Phasendifferenz 4 der beiden 
in Richtung der Plattennormale fortschreitenden Wellen er- 
halten wir aus (21) und (22) el ee 


(24) A= 4 
nm, 

wobei jetzt d die Plattendicke bedeutet. 4 
In (23) ist, wie aus (21) fulgt, bei einem positiv einachsigen 
_ Kristall (n, < n,) das obere bzw. untere Vorzeichen zu nehmen, 
3 je nachdem 9, positiv bzw. negativ ist; bei einem negativ ein- 
_ achsigen Kristall (», > n,) gilt das Umgekehrte. In (24) gilt 


| 


t 
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bei positivem k das obere bzw. untere Vorzeichen, je nachdem 
der Kristall positiv bzw. negativ einachsig ist; bei negativem Mi 
k gilt das Umgekehrte. 

(23) sagt aus, daß die beiden in Richtung der Platten- 
normale fortschreitenden Wellen zirkular polarisiert sind. Es 
läßt sich leicht zeigen, daß diese beiden entgegengesetzt zir- 
kular polarisierten Wellen sich beim Austritt aus der Kristall- 
platte zu einer linear polarisierten Welle zusammensetzen, 
deren Schwingungsebene gegen die Schwingungsebene der auf- 
fallenden linear polarisierten Welle um einen Winkel P ge- 
dreht ist, wobei P positiv gezählt werden soll, wenn der 
Drehungssinn mit der Wellennormalenrichtung der auffallenden 
Welle eine Rechtsschraube bildet; zwischen P und 4 besteht 
dann die Beziehung 


4 


(25) P= 4. 
4 
Nun ist aber andererseits 
falls « die spezifische Drehung des optisch einachsigen Kristalls a" 
bedeutet; aus (24), (25) und (26) flgt daher ante ! 


(27) 
gg ist somit für die betreffende Wellenlänge 4 ermittelt, wenn 
die zu A gehörenden Werte des ordentlichen Hauptbrechungs- 
index n, und der spezifischen Drehung & gemessen sind. 

2. Bestimmung von g,. Man läßt eine ebene, linear pola- 
risierte, monochromatische Welle von der Wellenlänge 2 auf 
die ebene Begrenzungsfläche einer parallel zur optischen Achse 
geschvittenen Platte des betreffenden trigonal-enantiomorphen 
Kristalls fallen. Es wird dann 


somit folgt aus (9) mit Riicksicht auf (15) 


für die Elliptizität A und die Phasendifferenz 4 der beiden im 
Kristall fortschreitenden Wellen ergibt sich nun aus ie 


> 


| 
f 
2 
| 
} | fe 
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(28) V — + + nd}, 


2nd 
(29) set (n, —n,*? + 
Da bei der in § 1 erwähnten Annäherung g, klein ist gegen 
die die gewöhnliche Doppelbrechung bestimmende Größe n, — n,, 
so kann man für (28) in erster Annäherung auch 
(7, — Mg) + Ms) 
setzen, woraus u 
(30) =F k(n, —n,)(n, + ng) 
folgt; hierbei gilt eid das obere bzw. untere Vorzeichen, je 
nachdem der Kristall positiv bzw. negativ einachsig ist. g, ist 
somit für die betreffende Wellenlänge 2 bestimmt, wenn man 
die zu A gehörenden Hauptbrechungsindizes », und n,, sowie 
die Elliptizität A der senkrecht zur optischen Achse fort- 
schreitenden, elliptisch polarisierten Wellen gemessen hat. 


$4. Numerische Werte der Komponenten 
3 des Gyrationstensors bei «-Quarz; Ziel der Untersuchung 
5 «-Quarz ist der einzige Kristall, bei dem die optische 
Aktivität erschöpfend untersucht wurde. Da die spezifische 
Drehung bei ihm sehr genau bekannt ist, so gilt nach (27) 
das gleiche von g,. Bei 4=589 mu und der Temperatur 
20°C ist nach Gumlich!) 


« = + 21,728° (oder in Bogenmaß = + 0,37923), 


wobei das obere Vorzeichen für Rechts- und das untere für 
Linksquarz gilt; für die Hauptbrechungsindizes hat man bei 
dieser Wellenlänge nach Martens?) 


(31) n, = 1,54424, nm, = 1,55335. 


Setzt man diese Werte für @*) und », in (27) ein und beachtet, 


1) E.Gumlich, Wissenschaftliche Abkandlungen der physikalisch- 
technischen Reichsanstalt 2. S. 201. 1895; O.Schönrock, Ztschr. f. 
Instrumentenkunde 30. S. 185. 1910. 

2) F.F. Martens, Ann. d. Phys. [4] 6. S. 628. 1901. 
3) Der angegebene Wert für « bezieht sich auf eine Plattendicke 


- 
7 
¢ 
= 
von 1 mm. 
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daß wegen n, <n, in (27) das obere Vorzeichen zu nehmen 
ist, so folgt!) 
9, = F 1,098. 10-*, 


wobei das obere Vorzeichen wieder für Rechtsquarz und das 
untere für Linksquarz gilt. 

Bei g, liegen nur vereinzelte Messungen vor, die von 
Voigt?) und später auf dessen Veranlassung mit verbesserten 
Hilfsmitteln von Wever?) ausgeführt wurden. 

Nach Wever*) ist bei 2 = 589 mu für die senkrecht zur 
optischen Achse fortschreitenden Wellen “ee en 


wobei nach Voigt’) das obere Vorzeichen für Rechtsquarz 
und das untere für Linksquarz zu nehmen ist. Setzt man 
diesen Wert in (30) ein, so folgt mit Rücksicht auf (31) En. 


0,5898.10-* 
und somit 
“49 
0587; 


nach diesen Beobachtungen wäre demnach die Gyrationsfläche(20) 
des «-Quarzes ein Rotationshyperboloid. 

Wir haben y, nach einer neuen Methode bestimmt, und 
es hat sich dabei ergeben, daß die Resultate von Voigt und 
Wever unrichtig sind; abgesehen davon, daß die Theorie der 
Voigtschen Meßmethode einen prinzipiellen Fehler enthält, 
hat sich herausgestellt, daß die von den beiden Autoren beob- 
achtete Elliptizität der aus dem Kristall austretenden, senk- 


1) Würde man sich mit der S. 896, Anm. 1, erwähnten Annäherung 


N, + Nz 
> 


begnügen, so hätte man in (27) an Stelle von n, zu schreiben, 


und man erhielte dann g, = 1,1012-10-*; vgl. Handb. d. Physik, 
herausgegeben von H. Geiger u. K. Scheel 20. S. 832. Berlin 1929. 
. 2) W. Voigt, Göttinger Nachr. 1903. S.170; Ann. d. Phys. [4] 
18. S. 662. 1905. 
- 3) F.Wever, Jahrbuch d. phil. Fakultät d. Universität Göttingen 
1920 [2]. S. 201. 

4) Die Messungen von Wever beziehen sich auf die Wellenlängen: 
2 = 660, 620, 580, 540 und 470 mu; der für A = 589 mu interpolierte 
e Wert ist der oben angegebene. 
5) W. Voigt, Göttinger Nachr. 1903. S. 177. 


a 
= 


= 
3 
k = + 0,00209, 
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recht zur optischen Achse fortschreitenden Welle nicht durch 
die optische Aktivität des Quarzes verursacht wurde, sondern 
sekundären Erscheinungen zuzuschreiben ist. 

Der genaue Wert von g, ist aber für die gittertheoretische 
Ermittlung des optischen Verhaltens des &-Quarzes von Bedeutung‘); 
da die unrichtigen Voigt-Weversche Werte überdies von den 
meisten neueren Darstellungen?) übernommen wurden, wollen 
wir die Ergebnisse unserer Untersuchung in der folgenden 
Abhandlung mitteilen, welche den wesentlichen Inhalt der 
Münsterschen Dissertation des einen von uns bildet. 

In Abschnitt II besprechen wir die theoretischen Grund- 
lagen der Methode, die zur Bestimmung von g, gedient hat; 
Abschnitt III enthält die Beschreibung der von uns benützten 
Versuchsanordnung, die Besprechung unserer Versuchsergeb- 
nisse, sowie die Behandlung der Nebenerscheinungen, die die 
unrichtigen Voigt-Weverschen Resultate vorgetäuscht haben. 


Il. Theorie der Meßmethode 


a) Interferenzerscheinungen = a 
einer nicht absorbierenden, aktiven Kristallplatte 
im parallelen, senkrecht autfallenden, linear polarisierten Lichte 


ball 


§ 5. Senkrechter Durchgang einer ebenen, 

linear polarisierten monochromatischen Lichtwelle 
durch eine nicht absorbierende, aktive Kristallplatte 

Die von uns benutzte MeBmethode erfordert eine ein- 
gehende Kenntnis der Interferenzerscheinungen, welche eine 
nicht absorbierende, aktive Kristallplatte im parallelen, senk- 
recht auffallenden, linear polarisierten Lichte zeigt; wir geben 
in diesem und den folgenden Paragraphen eine Darstellung 
dieser Erscheinungen in der fiir unsere Zwecke geeigneten 
Form. 

Wir betrachten eine ebene, linear polarisierte, mono- 

chromatische Welle von der Frequenz v, welche senkrecht auf 


1) Vgl. hierüber E. A. Hilleraas, Ztschr. f. Phys. 44. S. 885. 1927. 
2) Vgl. F. Pockels, Lehrbuch der Kristallphysik S. 348. Leipzig 
1906; Enzyklop. d. math. Wissensch. 5. Tl. 3. S. 612. Leipzig 1923; 
Handbuch d. Experimentalphysik, herausgegeben von W. Wien und 
F. Harms 18. §. 497. Leipzig 1928; K. es Lehrbuch der 
Optik S. 196. Leipzig 1928. 


is 
ß 
ae 
“Py 
= 


Optische Aktivität des Quarzes senkrecht zur optischen Achse 903 
eine planparallele, nicht absorbierende, aktive Kristallplatte 
von bekannter kristallographischer Orientierung fällt und führen 
ein rechtwinkliges Rechtssystem 2’, y’, z’ ein, dessen positive 
z’-Achse parallel zur Wellennormalenrichtung der auffallenden 
Welle liegt; sind d’ und d” die in § 2 definierten Einheits- 
vektoren, so legen wir die z’-Achse parallel zu d’ und die 
y-Achse parallel zu d”. Die Richtungen d’ und d” bestimmen 
sich aus (8), indem man für $,, 3, und 3, die Richtungscosinus _ 
der positiven z’-Achse gegen die optischen Symmetrieachsen z, 
y, z setzt, die durch die kristallographische Orientierung der 
Platte bekannt sind. 
Für den Betrag des Lichtvektors D der auffallenden, 
linear polarisierten, monochromatischen Welle können wir 


|Dj= Deost 


schreiben, wobei ! wt. 
=2avt | 


gesetzt und unter ¢ die von 5 
einem geeigneten Zeitpuakte 
aus gezählte Zeit zu ver- n 
stehen ist; bezeichnen wir 
mit p die Schwingungsrich- P 
tung der auffallenden, linear ‘ 

polarisierten Welle und ist wed x’ 
© das Azimut von p gegen 
die positive z’-Achse (Fig. 1), 
so sind die Komponenten von D beim Eintritt in die Kristallplatte 


Fig. 1 


(32) Dy = Deoswcost, Dy = Dsinwcosr. 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Komponenten des 
Lichtvektors der aus der Kristallplatte austretenden Welle zu 


berechnen. Wir können uns jedenfalls die auffallende, linear vs 
polarisierte Welle zusammengesetzt denken aus zwei entgegen- 
gesetzt elliptisch polarisierten Teilwellen!), deren Schwingungs- _— 
ellipsen ähnlich sind und gekreuzte große Achsen haben. Be- “ 


zeichnen wir mit DV bzw. D® den Lichtvektor der links- 


1) Vgl. z.B. F. Beaulard, Sur la coexistence du pouvoir rotatoire _ 
et de la double réfraction dans le Quartz S. 58. Thése. Paris 1893; Journ. 


de phys. [3] 2. S. 394. 1893. - 
Pr: 
4 q 


"4 


904 G. Szivessy u. C.Schweers 
bzw. rechtselliptisch polarisierten Teilwelle, so können wir für 
die Komponenten von D” und D® Se 
(383) =Ecos(r—d,), DY 
: 
und 
(34) = hg, cosir—d,), DO 


schreiben. Hierbei bedeutet k die Elliptizität der links- 
elliptisch polarisierten Teilwelle, über die wir noch ver- 
fügen können; für die Elliptizität der rechtselliptisch pola- 
risierten Teilwelle haben wir dann 1/k, in Übereinstimmung 


mit unserer Voraussetzung. 
Da nun Fe 


(1) (2) (1) (2) ve Per 
+2), 


ist, so folgt aus (32), (38) und (34) _ 
= & sind, =— 
x _ keosw & _ sing 3 
&, cosd, = D, §, sind, = 
für die Lichtvektorkomponenten (33) und (34) erhalten wir 
daher 


D ‘ 
| D = 1. (008 @ cos — ksin w sin t), 
(35) 
| DY (keos w sin sin @ Cos 
= Tt ( 708 @ SINT + 1 v T) 
und 
(2) D 2 
| = (k? cos cost + ksinw sin rz), 
36 ; 
| = _(_keos + sin cos 7) 
1+? 


Wir wählen nun für A den durch (13) gegebenen Aus- 
druck und setzen in diesem g = g,,, entsprechend dem Werte, 
den (6) für eine parallel zur z’-Achse liegende Wellennormal- 
richtung 3 annimmt; A verschwindet, falls g,, = 0 ist. Bei 
dieser Festsetzung erfährt die rechtselliptisch polarisierte 
Welle (36) gegen die linkselliptisch polarisierte (35) beim 
Durchgang durch die Platte von der Dicke d die durch (14) 
bestimmte Phasendifferenz 4, in welcher ebenfalls g = g,, zu 
setzen ist. Bezeichnen wir den Lichtvektor der aus der Platte 


| 
| | i 
5 austretenden Welle mit D’, so folgt aus (35) und (#6) 
a 
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= + k? cos A)cos » — ksin Asin] cost 
(3%) | 4 
+ 2ksin cos» — sin sin 0) sin 
| D, sin 4 cos w + (k? + cos A)sinw»]|cos r 
(38) 
| 


. 
+2sin— (i sin cos w + cos sin 0) sin 


Im folgenden werden wir wiederholt die Komponente des 
Lichtvektors der aus der Kristallplatte austretenden Welle nach — 
einer beliebigen Richtung £ benötigen, die gegen die positive 


> 


x-Achse das Azimut 9 besitzt (Fig. 1); wir haben für diese 


Komponente 
D,’ = D, cos + Dy, sinB 
oder bei Einführung der durch (37) und (38) gegebenen Aus- 
drücke für und D, 
39) DD, = 1 cos B sin “Sy 
wobei 


40) 1 = + cos 4)cosm — ksin Asin w| cos 7 
\ + {ksin Acos + (42 + cos A)sin »o}sin 
2 sin 4 (& cos cos @ — sin 4 sin o) cosS 
+ Asin Cos w + cos’, sin w) sin | 
gesetzt ist. 
Die Intensität J dieser ee ist nach (39) 


> 


oder bei Heranziehung von (40) und (41) 


(42) J= (Ecos? + Fsin* 8 + 4 22), 

wobei die Abkiirzungen 

E=(1-+ k\cos?@ + 2h?sin?m + 2h? cos2w cos 4 
— A(1 + sin 2@ sin 4, 

F=(1 + + 2h? cos? m — 2h? cos 2m cos A 
+ k(1 + k*)sin 2 sin 4, 

G = 2k(1 + k*)cos2msin 4 + (1 + k*)? sin2mcos 4 

eingeführt sind. 


a 
4 
4 
= 
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$6. Eine nicht absorbierende, aktive Kristallplatte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren 
im parallelen, senkrecht auffallenden Lichte 


Wir denken uns jetzt eine planparallele, nicht absorbie- 
rende, aktive Kristallplatte, die sich zwischen Folarisator und 
dazu gekreuztem Aualysator im parallelen, senkrecht auffallen- 
den, monochromatischen Lichte befindet und fragen nach dem 
Polarisationszustande der aus der Kristallplatte austretenden 
Welle, sowie nach der Intensität des aus dem Analysator aus- 
tretenden Lichtes. 

Wir bezeichnen die Schwingungsrichtung des Polarisators 
mit p und die dazu senkrechte Schwingungsrichtung des Analy- 
sators mit g. Die nach p genommene Komponente D,’ des 
Lichtvektors der aus der Platte austretenden Welle folgt aus (39), 
indem man in (40) und (41) 8 = » setzt; man erhält 

|?» - [{(1 + k?cos 4) cos? 
(43) + (k? + cos 4) sin® w} cos r 


+ (A? cos?» + sin? )sin 4 sin r]. 


Ist 7 das gegen p gerechnete Azimut der Schwingungsellipse 
der aus der Platte austretenden Welle, so ist D,’ von der 
Form: 

(44) D, = Dcosy cos(r — 
Aus (43) und (44) folgt nun leicht 


cosy cos 0, = \(cos* + k* sin? w) 


+k 
+ (k? cos?» + sin? @)cos 4}, 


@ 


) 
cosy sin @, = ——,, |k* w + sin? 4, 


somit erhält man ‘ 


1 
cos? y = \(k? cos? w + sin? + (cos* w + sin? w)? 
\ 

+ 2(cos? w + k* sin® w)(k? cos* w + sin? @) cos 4} 
und 


(46) tg, = 


(k? cos* w + sin? @) sin 4 
(cos? @ + &* sin? + cos? + sin? cos A 


Die nach g genommene Komponente ®,' des Lichtvektors 
der aus der Kristallplatte austretenden Welle ergibt sich 


906 
+ 
% 
ae 
=, 
1152 
VW 
| 
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aus (39), indem man in (40) und (41) ?=w + = setzt; man 
erhält 


2Dsin 4 4 Pr 
(47) 2, = | (1 sin @ cosm sin, | COST 
| + {asin +(1 — #2) sino cosw cos {sine , 


Da y senkrecht zu p liegt, so können wir auch 


(48) D, = Dsinycos(r — 9,) 
schreiben; aus (47) und (48) erhält man a = 
2 sin 2 4 4) 
sin 7 cos 0, = {kcos 3 — (1 — 2?) sin cosw sin 
2 sin ry 4 4 
sin sin 0, = sin. + (1— sin» cosw cos, 
woraus sich 
4sin? 
(49) mr [k? + (1 — sin? » cos? w | 
und 
IE k sin 4 + (1 — k*) sin @ cos w cos — 


(50) tg 0, = 


k cos —- — (1 — k*) sin @ cos@ sin 


te 


ergibt. 
Aus (44) und (48) folgt, daB tg; das Amplitudenverhältnis 
der Komponenten ®, und ®,/ ist; für dieses Verhältnis ergibt 
sich aus (45) und (49) der Ausdruck 
| 4 sin? 4 (kh? + (1 — 12)? sin? w cos? w] | 
(51) tgy = 
| (1 + 12? — 4 sin? = + (1 — k?)? sin? o cos? | 


Die Phasendifferenz © zwischen den Komponenten D, und 

D, beträgt nach (44) und (48) 
0=0, —0,; 
mit Hilfe von (46) und (50) ergibt sich y 
2k(1 — k? sin 4 cos 20 + (1 + &*)(1 — cos sin 2@ 
(52) tg — — 


2k(1 + k?) cos — (1 — sin 4 sin 2m cos 


» 
» = 
A 
= 
% 
. = 
2. 
4 
\ 
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Da © im allgemeinen von ma (m = 1, 2,...) verschieden 
: ; ist, so ist die aus der Kristallplutte austretende Welle im all- 


gemeinen elliptisch polarisiert; bezeichnen wir bei dieser Welle 

mit g das (gegen die Schwingungsrichtung des Polarisators 

gerechnete) Azimut der Schwingungsellipse und mit tgwr die 

Elliptizität, so gelten bekanntlich die Beziehungen 

(54) sin2w = sin 2ysinO, 


ie @ wobei 7 und © durch (51) und (52) bestimmt sind. 
en Die Intensität J des aus dem Analysator austretenden Lichtes 


folgt aus (42), indem man daselbst $ = w + ~- setzt; es ergibt 


sich 
55) J= Grm sin? + (1 — ?)? sin? @ cos* @}. 


= 
$7. Minimalazimute 
A 


w bedeutet das Azimut der Schwingungsrichtung des Pola- 
risators gegen die positive z’-Achse; denkt man sich nun die 
Schwingungsrichtung p des Polarisators fest und die Kristall- 
platte in ihrer Ebene drehbar, so ist offenbar —@ das Azimut 
der mit der Kristallplatte fest verbundenen positiven x’-Achse 
gegen die Schwingungsrichtung des Polarisators. 

Wir fragen jetzt nach denjenigen Azimuten —», für welche 
die Intensität des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
bei gekreuztem Polarisator und Analysator ein Minimum wird. 
Diese Azimute bezeichnen wir als die Minimalazimute u der 
Kristallplatte; aus (55) folgt, daß für die Minimalazimute 


(56) oder u=-o=n ry 
we 


2 
gilt, wobei je zwei in derselben Zeile stehende Azimute gleich- 
wertig sind. 
; Da die z’-Achse und y’-Achse (vgl. § 5) parallel zu den 
_ gekreuzten großen Achsen der Schwingungsellipsen liegen, die 
zu den im Innern des Kristalls in Richtung der Plattennormale 
fortschreitenden Wellen gehören, so folgt aus (56) und (57), 


(57) u=-0=7 oder u=—o= 


J 
al 
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daß diese Ellipsenachsen bei einer im Minimalazimut befind- 
lichen Kristallplatte parallel zu den Schwingungsrichtungen 
der gekreuzten Polarisatoren liegen; diese Beziehung ist von 
Voigt!) übersehen worden, der glaubte, daß die Minimal- 
azimute von 0 bzw. 2/2 verschiedene Werte besitzen.?) 

Das Azimut p und die Elliptizität tg w der Welle, die aus 
der in einem Minimalazimut befindlichen Krıstallplatte austritt, 
folgt aus (53) und (54), indem man in (51) und (52) die durch 
(56) und (57) bestimmten Werte für » einsetzt; man erhält so 


“ 4k? sin? % ier 
a + ki + 2k cos DI 
un 


wobei sich in der letzten Gleichung das obere Vorzeichen auf 
das Minimalazimut u = 0 (oder u = z) und das untere auf das 


Minimalazimut u = = (oder u= = bezieht. 


(53) und (54) liefern mit Riicksicht auf (58) und (59) fiir 
die gesuchten Werte g und yw die Gleichungen 


wobei wieder das obere bzw. das untere Vorzeichen zu nehmen 
ist, je nachdem es sich um das Minimalazimut p = 0 (oder 
u=n) bzw. um das Minimalazimut p= (oder “= 7) 
handelt. 

Aus (60) lesen wir folgende Beziehung ab: Befindet sich 
die nicht absorbierende, aktive Kristallplatte in einem Minimal- 
azimut, so fällt die Schwingungsrichtung des Analysators im all- 
gemeinen: |d.h. bei A=zmn(m=0, 1,2,...)] mit keiner Ellipsen- 
achse der aus der Kristallplatte austretenden Schwingungsellipse 
zusammen. 


1) In der in $4 erwähnten Abhandlung. 


7 r 
=. 2) Vgl. hierzu $ 10. 
Annalen der Physik. 5. Folge, 1, 


9... 2k(1 + k*)sin 4 x 
(60) tg = (1 — + 44 7 
und 
2 4k — k? 
(61) sin 2 wot ) sin? 4 


be 
t 
2 
‚:2% 
ie 
l- } 
it 
; 
| 
ne 
es 
d 
er of 
Em 
:h- zu 
f 
jen 
die 
ale 
51), { : 
60 
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Wir bemerken noch, daß für 4 = 2maz (m = 0, 1, 2,...) 
die Intensität des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
nach (55) für jeden beliebigen Wert & verschwindet, d. h. die 
Platte verhält sich dann so, als ob sie überhaupt nicht vor- 
handen wäre; bei dieser speziellen Phasendifferenz der Kristall- 
platte ist somit jedes beliebige Azimut zugleich Minimalazimut. 


$S 8 Symmetrieazimute 
Für unsere weiteren Betrachtungen müssen wir jetzt noch 
diejenigen Azimute — der Kristallplatte ermitteln, bei welchen 
die große Ellipsenachse der aus der Kristallplatte austretenden 
Welle senkrecht oder parallel zur Schwingungsrichtung des 
Analysators liegt. Diese Azimute bezeichnen wir als die Sym- 
metrieazimute o der Kristallplatte; sie sind dadurch gekenn- 
zeichnet, daß bei ihnen das Azimut (gegen die Schwingungs- 
richtung des Polarisators) der aus der Kristallplatte austretenden 
Welle gleich 0 oder gleich 2/2 wird. 
Aus (60) folgt, daß die Minimalazimute nur dann Sym- 
metrieazimute sind, wenn A=mn (m=0(,1,2,...) ist. 
Um die Symmetrieazimute allgemein zu erhalten, schließen 
wir zunächst aus (53), daß für dieselben entweder 


Gleichung (62) u Y=0 oder y= = und diese Werte 


liefern, in (51) eingesetzt, für die RE BEER die Be- 
(64) sin 4 = 0 


(65) (1 + — 4sin® 4 [22 + (1 — 22)? sin? w cos? = 0. 
] 


Gleichung (63) ergibt 0 = u ee. (m = 0, 1, 2,...); durch 


5 Einsetzen in (52) erhält man somit für die Symmetrieazimute 
die weitere Bedingungsgleichung 


(66) 2k(1 + hk?) cos = sin 4 sin 2 @ cos 2 =0. 


A 
A 
q 
4 
(62) tg27=0 | 
oder 
(63) cos 90 = 0 
sein muß. 
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arzes 


Wir besprechen jetzt die drei Bedingungsgleichungen (64), 


(65) und (66) getrennt: 
1. Aus (64) folgt 4 = 2ma (m= 0,1, 2,...) und folglich 


wird nach 


ferner ergibt sich aus (53) und (54) mit Riicksicht auf (51) 


Optische Aktivitat des 


g=0 und w=0 (oder = = und w= 


Die aus der Kristallplatte austretende Welle ist daher in 
diesem Falle linear polarisiert mit senkrecht zur Schwingungs- 
richtung des Analysators liegender Schwingungsrichtung, d. h. 
mit verschwindender Intensität des Gesichtsfeldes. Dies ist 
der am Ende des § 7 erwähnte triviale Fall, bei dem die 
Kristallplatte in jedem beliebigen Azimut sich so verhilt, als 
ob sie überhaupt nicht vorhanden wire. 

2. Aus (65) ergibt sich für die Symmetrieazimute o = — w 
die Gleichung 


41’ 
(1 + k*) k? sin | 
ınzo= — A -; 
(1 — 4)sin 


da aber dieser Ausdruck fiir jedes reelle & ein unechter Bruch 4 


ist, so liefert er keine reellen Werte für o. 
3. Aus (66) erhält man für die Symmetrieazimute o = — » 
die Gleichung 


(67) sin 40 = — 


und diese ergibt offenbar nur dann reelle Werte fiir o, wenn 
die Phasendifferenz 4 der Ungleichung 


A 4 +2) 
(68) = a —kp 
genügt. In diesem Falle ezistieren Symmetrieazimute, und — 
wenn o, dasjenige mit dem kleinsten absoluten Betrage ist, 
so ergeben sich aus (67) die beiden Wertereihen 
re 


32 
(69) A Zs % +%, + 


= 
| 
j 
ates 
| 
N 
| 
| 
| 
} 4 
| 
e 
= » 1 A 
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und 


(70) —a,, +4, (; — 9] + 2, (- 


hierbei sind je zwei um z auseinanderliegende Azimute ein- 
ander gleichwertig. 


Aus (55) folgt, daß die Intensität J des aus dem Analysator 
austretenden Lichtes (wegen des vorausgesetzten kleinen Be- 
trages von o,) für die Symmetrieazimute (69) klein wird, für 
die Symmetrieazimute (70) dagegen groß; da bei der zu be- 
sprechenden, vergleichsphotometrischen MeBmethode nur ge- 
ringe Intensitäten in Frage kommen, so haben für uns nur 
die Werte (69) Bedeutung. 


Die Elliptizität tg w der Welle, die aus der in einem Sym- 
metrieazimute o befindlichen Kristallplatte austritt, ergibt sich 
aus (54), indem man bei (52) die Bedingungsgleichung (66) be- 


riicksichtigt. Man erhält dann 9 = + = und somit aus (54) 
tgw=-+ tgy, 

wobei das obere Vorzeichen fiir 0 = + = und das untere fiir 
gilt. 

Unter Heranziehung von (51) folgt daher für die gesuchte 
Elliptizität 

4 sin? .2)2 gin? 2 
sin 5 lk +(1 — k*)? sin? o cos? o] | 


(7 1) tg w = —_ 
| (1 + k?)? — 4 sin? +(1 — 4?? sin? o cos? o] | 


bezüglich des Vorzeichens von tg wy ergibt sich mit Rücksicht 
auf (52), daß © und damit auch tgw das Vorzeichen ändert, 
wenn man von dem Azimut o, (oder o, +) in das Azimut 


Verschwindet die optische Aktivität in Richtung der Platten- 
normale, d.h. ist g,, = 0, so ist (vgl. § 5) in (67) auch k =0 
zu setzen; die Symmetrieazimute (69) werden dann mit den 
Minimalazimuten (56) und (57) identisch, wie zu erwarten war. 


> 
3a 
> 
> 
| 
] 
’ 
| 7 
AN 
| 
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$9. Prinzip der Methoden zur Bestimmung der Minimal- e | 
azimute und der Symmetrieazimute. 

Um die Minimalazimute und Symmetrieazimute für eine 
bestimmte Frequenz!) zu bestimmen, kann man in folgender 
Weise verfahren: 

a) Bestimmung der Minimalazimute. Man dreht die Kristall- 
platte im parallelen, senkrecht auffallenden, monochromatischen 
Lichte zwischen gekreuztem Polarisator und Analysator so 
lange in ihrer Ebene, bis die Intensität ein Minimum wird. 
Bei einer einmaligen Umdrehung der Platte erhält man nach- 
einander die vier Minimalazimute (56) und (57), die wir in der 
Reihenfulge 
(72) = 0, My = Hy = 
schreiben können; hierbei sind je zwei um a auseinander- 
liegende Azimute gleichwertig. 

b) Bestimmung der Symmetrieazimute. Die Symmetrie- | 
azimute kann man beim Bestehen der Beziehung (68) be- | 
stimmen, indem man bei der unter a) angegebenen Anordnung © 
zwischen Kristallplatte und Analysator noch eine sog. drehende i- 
Halbschattenplatte?) bringt; eine solche erhält man z. B., indem 5 
man zwei senkrecht zur optischen Achse geschnittene, eich 
dicke Quarzplatten von entgegengesetztem Drehungsvermögen 
nach Art einer Soleilschen Doppelplatte aneinanderfügt.°) 
Bei beliebigem Azimut der Kristallplatte besitzen dann die 
beiden Gesichtsfeldhälften im allgemeinen verschiedene Inten- 
sität. Letztere wird aber in beiden gleich, d. h. man erhält 3 
„Halbschatten“, wenn sich die Kristallplatte in einem Sym- — 
metrieazimut befindet, und zwar wird sie gering bzw. groß, je ‘ 
nachdem das Symmetrieazimut der Reihe (69) bzw. der Reihe (70) 


1) Die Minimalazimute sind nur bei optisch zweiachsigen Kristallen ss 
mit der Frequenz veriinderlich, da bekanntlich nur bei ihnen eine Dis- 7 
persion der Richtungen d’ und d” vorhanden sein kann; dagegen sind „ : 
die Symmetrieazimute nach (67) wegen der Dispersion von & und 4 im 
allgemeinen auch bei optisch einachsigen Kristallen von der Frequenz R: 
abhängig. 

2) Vgl. z.B. Handb. d. Physik, herausgegeben von H. Geiger u. 
K. Scheel, 19. S. 932. Berlin 1928. — 

3) Vgl. S. Nakamura, Centralbl. f. Min. 1905. 8.267; G.Szi- 
vessy, Ztschr. f. Instrumentenkunde 46. S. 459. 1926; 47. S. 152. 1927. 


@ 
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angehört; für die Messungen kommen, wie schon in § 8 be- 
merkt, nur die Symmetrieazimute (69) in Frage, da die Halb- 
schattenempfindlichkeit bekanntlich nur bei geringer Intensitit 
des Gesichtsfeldes groß ist. 

DaB diejenigen Azimute der Kristallplatte, bei welchen 
Halbschatten eintritt, tatsächlich mit ihren Symmetrieazimuten 
identisch sind, läßt sich folgendermaßen zeigen. Ist o die 
Drehung der rechten und —o die der linken Hälfte der Halb- 
schattenplatte und bezeichnen wir mit J, bzw. J, die Inten- 
sität der rechten bzw. linken Gesichtfeldhälfte, so ergibt sich 


J, bzw. J, aus (42), indem man darin # durch w + = — o bzw. 


durch ® + = + o ersetzt. Durch Gleichsetzen der so erhaltenen 


Werte für J, bzw. J, erhält man dann die Bestimmungs- 
gleichung fir diejenigen Azimute der Kristallplatte, bei welchen 
Halbschatten eintritt; dieselbe ist, wie eine einfache Rechnung 
zeigt, in der Tat identisch mit der Bestimmungsgleichung (67) 
fir die Symmetrieazimute. 

Geht man von dem Minimalazimut u, = 0 aus und dreht 
die Kristallplatte, deren Phasendifferenz der Bedingung (68) 
genügen möge, in ihrer Ebene, so erhält man bei einer vollen 
Umdrehung der Reihe nach die vier durch Halbschatten ge- 
kennzeichneten Symmetrieazimute (69) 


7 3a 
(73) 6, = +>, 


von welchen wieder je zwei um = auseinanderliegende gleich- 
wertig sind. 


b) Spezialisierung der unter a) behandelten Interferenz- 
erscheinungen für eine parallel zur optischen Achse geschnittene 
Platte eines trigonal-enantiomorphen Kristalls 


$ 10. Minimalazimute und Symmetrieazimute bei einer 
parallel zur optischen Achse geschnittenen Platte eines 
trigonal-enantiomorphen Kristalls (@«-Quarz) 

Wir spezialisieren jetzt die in den letzten Paragraphen 
besprochenen Erscheinungen für den Fall, daß die nicht ab- 
sorbierende, aktive Platte aus einem optisch einachsıgen Kristall 
besteht und parallel zur optischen Achse geschnitten ist. Die 
Gyrationsfläche des Kristalls soll die durch Gleichung (20) be- 


8 
x 
D 
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stimmte Rotationsfläche zweiten Grades sein; dies trifft nach 
$3 zu, wenn es sich um einen Äristall der trigonal-enantio- 
morphen Klasse handelt, zu welcher «-Quarz gehört. 

Aus (8) und (9) folgt, daß bei verschwindender Aktivität d’ 
die Schwingungsrichtung der ordentlichen Welle mit den 
Brechungsindex n,’ = n, und d” die Schwingungsrichtung der 
außerordentlichen Welle mit dem Brechungsindex = ist; bei 
einer senkrecht zur optischen Achse fortschreitenden Welle 
liegt daher d’ senkrecht und d” parallel zur optischen Achse. 
Wird das Koordinatensystem z’, y', z’ wieder, wie in § 5 an- 
gegeben, gelegt, so liegt die z’-Achse senkrecht und die „’-Achse 
parallel zur optischen Achse. 

Die Minimalazimute (56) und (57) sind somit dadurch ge- | 
kennzeichnet, daß bei ersteren die optische Achse parallel zur 
Schwingungsrichtung des Analysators und bei letzteren parallel 
zur Schwingungsrichtung des Polarisators liegt. Dieses Ver- 
halten ist Voigt bei seiner in § 4 besprochenen Untersuchung 
entgangen; Voigt glaubte irrtümlich, daß die optische Achse 
bei den Minimalazimuten (57) mit der Schwingungsrichtung 
des Polarisators einen von Null verschiedenen Winkel bildet, 
den er zu messen versuchte. Somit ist auch die Bemerkung 
von Voigt!) unrichtig, daß es kein einfaches Mittel gibt, um 
die Schwingungsrichtung des auffallenden, linear polarisierten 
Lichtes mit der optischen Achse zur Koinzidenz zu bringen; 
diese ist vielmehr bei den Minimalazimuten (57) vorhanden. 

Bei a-Quarz ist die Elliptizität für die senkrecht zur op- 
tischen Achse fortschreitenden Wellen erfahrungsgemäß jeden- 
falls klein, so daß wir A? gegen 1 vernachlässigen können; 
für das Azimut und die Elliptizitat tgw der bei einem 
Minimalazimut aus der Kristallplatte austretenden Welle folgt 
bei dieser Annäherung aus (60) und (61) 


A 


(74) tg w = + 2 kh sin” 4 


hierbei gilt das obere bzw. untere Vorzeichen, je nachdem die 
optische Achse senkrecht bzw. parallel zur Schwingungsrichtung 
des Polarisators liegt. 


1) W. Voigt, Göttinger Nachr. 1903. S. 171. 


i 
@ 
tt! 
= 
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Da das Symmetrieazimut von kleinstem absoluten Be- 
trage o, von derselben Größenordnung wie k ist, so folgt 
aus (67) 


(75) o, = — kcotg 2. 


Für die Elliptizität tg yw der bei einem Symmetrieazimut 
aus der Kristallplatte austretenden Welle ergibt sich daher 
aus (71) mit demselben Annäherungsgrade wie oben 
76) tew=+2h; 
hierbei gilt, wie aus den Ausführungen des § 8 folgt, das 


obere Vorzeichen für die Azimute o, und o, -++ 2, das untere 
. 1 37 
für die Azimute o, + = und o, + 2 


Wir bemerken noch, daß in (74) und (75) für 4 der durch 
(29) gegebene Wert zu setzen ist. 


5 $ 11. Methode zur Bestimmung der Gyrationstensor- 
. komponente g, mit Hilfe der Minimalazimute und der 
Symmetrieazimute. 

Auf der Messung der Minimal- und Symmetrieazimute bei 
einer parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatte 
läßt sich eine Methode zur Bestimmung der Gyrationstensor- 
komponente g, gründen. 

Ist „,@= 1,2,3 oder 4) eines der Minimalazimute (72) 
und o, das entsprechende Symmetrieazimut (73), so folgt mit 


Hilfe von (75) 


(77) = — kcotg 4; 
da «-Quarz positiv einachsig ist, so ergibt sich hieraus und 
aus (30) 
4 
(78) I, = (% — + — 


Nun ist g, nach (30) von derselben Größenordnung wie 4; 
wir können somit (mit derselben Annäherung wie in § 10) in 
(29) die Größe g,* gegen (n,?— n,*)? vernachlässigen und er- 
halten dann 
(79) 
wobei 
(80) 


“4 
= 
£ 
< 
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die Phasendifferenz der parallel zur optischen Achse geschnit- 
tenen Kristallplatte für den Fall verschwindender Aktivität 
ist; (78) ergibt daher bei diesem Annäherungsgrade 


(81) = (% — Ng) (my + Ng) (0, — tg 2. 


Kennt man die Hauptbrechungsindizes n, und n,, sowie die 
Phasendifferenz 4, der parallel zur optischen Achse geschnittenen 
Quarzplatte, so kann man demnach g, durch Messung der Minimal- 
azimute u, und der Symmetrieazimute o, bestimmen. 

Ist g, = 0, so wird nach (81) u, = o,, d.h. es fallen dann, 
wie schon in $ 8 erwähnt, die Symmetrieazimute mit den 
Minimalazimuten zusammen. 


$ 12. Methode zur Bestimmung der 

komponente g, durch Messung der Elliptizitit in einem i 
Minimalazimut oder in einem Symmetrieazimut 

Eine weitere Methode zur Bestimmung von g, besteht 
darin, daß man bei einer in einem Minimal- oder in einem Sym- 
metrieazimut befindlichen, parallel zur optischen Achse ge- 
schnittenen Quarzplatte die Elliptizität der aus der Platte aus- 
tretenden Welle miBt. 

1. Befindet sich die Platte in einem Minimalazimut, so 
ergibt sich aus (74) unter Benutzung der Näherungsbeziehung (79) 
tgy 


2 “0 
2sin 2 


aus (30) folgt dann 


(82) (m_— M3) +0) tg 
2 sin? 

und hierin gilt das obere bzw. untere Vorzeichen, je nachdem — 

die optische Achse senkrecht bzw. parallel zur Schwingungs- 

richtung des Polarisators liegt. 

Kennt man die Hauptbrechungsindizes n, 
Phasendifferenz A, der in einem Minimalazimut befindlichen, 
parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatte, so kann 
man demnach durch Messung der Elliptizität der aus der Platte 


austretenden Welle g, bestimmen. 


und n,, sowie die 


% 

A 
A 
ar 
\ 
ef 
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2. Befindet sich die Platte in einem Symmetrieazimut, so 
ergibt sich aus (76) 


aus (30) folgt dann 


1 
(83) =F — n,)(n, + n,)tg w 


und hierin gilt das obere bzw. das untere Vorzeichen, je nach- 
dem sich die Quarzplatte im Symmetrieazimut o, bzw. o, + 5 
befindet. 


Bei bekannten Hauptbrechungsindizes der in einem Sym- 
metrieazimut befindlichen Quarzplatte kann somit wieder durch 
Messung der Elliptizität der aus der Platte austretenden Welle g, 
bestimmt werden. 

Dieser Gedanke lag der Meßmethode zugrunde, welche 
Voigt in seiner mehrfach erwähnten Untersuchung zur Be- 
stimmung von g, benutzt hat. Allerdings ist Voigt bei der 
Entwicklung der Theorie seines Meßverfahrens ein prinzipieller 
Fehler unterlaufen (vgl. $ 10) und infolgedessen sind auch 
seine Endformeln unrichtig; aber selbst bei Verwendung der 
richtigen Beziehungen (82) und (83) wird man die gemessene 
Elliptizität der aus der Kristallplatte austretenden Welle nicht 
ohne weiteres zur Bestimmung von g, heranziehen dürfen. 

Diese Beziehungen sind nämlich unter der Voraussetzung 
hergeleitet, daß sich die Kristallplatte im senkrecht auffallenden, 
parallelen Lichte befindet; bekanntlich ist es aber experimentell 
gar nicht möglich, streng paralleles Licht herzustellen. 

Wir denken uns nun eine nicht absorbierende (nicht ak- 
tive oder aktive) Kristallplatte zwischen gekreuztem Polarisator 
und Analysator im konvergenten, monochromatischen Lichte; 
die auffallenden Strahlen sollen einen senkrechten Kreiskegel 
erfüllen, dessen Achse parallel zur Plattennormale liegt. Aus 
jedem auffallenden Strahl entstehen durch Brechung im Innern 
der Kristallplatte zwei Strahlen, deren Schwingungsebenen 
aber im allgemeinen nicht senkrecht zueinander stehen; beim 
Austritt in das isotrope Außenmedium stehen die Schwingungs- 
ebenen selbst dann nicht senkrecht zueinander, wenn es im 
Innern der Platte der Fall sein sollte, da sie bei der Brechung 


=+ tgw; 
ok 
{ 
E 
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verschieden stark gedreht werden. Die Folge hiervon ist, daß 
die aus der Kristallplatte austretende resultierende Welle 
elliptisch polarisiert ist!) und diese Elliptizität wird nach dem 
Gesagten bis zu einem gewissen Grade auch im sog. „parallelen“ 
Lichte von Null verschieden sein. 

Die strenge Berechnung der Konstanten der Schwingungs- 
ellipse der austretenden Welle ist sehr kompliziert; wir brauchen 
aber diese Berechnung nicht durchzuführen, da es für die 
folgenden Betrachtungen genügt, einige Eigenschaften jener 
Schwingungsellipse anzuführen, die sich leicht aus den be- 
kannten Näherungsformeln (zur Berechnung der Interferenz- 
erscheinungen von Kristallplatten in schwach konvergentem 
Lichte) bzw. aus Symmetriegründen folgern lassen. Diese 
Eigenschaften sind folgende: 

1. Beim Drehen der Kristallplatte in ihrer Ebene erhält 
man vier Azimute, bei welchen die Intensität des Gesichtsfeldes 
ein Minimum wird und von welchen je zwei aufeinderfolgende 
um 2/2 auseinander liegen; in diesen Minimalazimuten?) liegt 
die große Achse der Schwingungsellipse der austretenden Welle 
senkrecht zur Schwingungsrichtung des Analysators, d.h. die 
Minimalazimute sind stets zugleich Symmetrieazimute. 

2. Das Vorzeichen der Elliptizität der austretenden Welle 
kehrt sich um, wenn man die Kristallplatte, ausgehend von irgend- 
einem Minimalazimut, in ihrer Ebene um n/2 dreht. 

3. Vorzeichen und Betrag der Elliptizität hängen von der 
(durch Gleichung (80) gegebenen) Phasendifferenz 4 
von der Dicke d der Kristallplatte ab. 

4. Die Elliptizität ist sowohl bei optisch aktiven als auch 
bei optisch nicht aktiven Kristallplatten von Null verschieden, d.h. 
sie verschwindet fur k= 0 nicht. 

Demgegenüber besitzt die Welle, die aus einer parallel 
zur optischen Achse geschnittenen, trigonal-enantiomorphen, 


und somit 


1) Vgl. insbesondere die Messungen von F. E. Wright, Sill. 
Journ. (4) 31. S. 209. 1911; Tschermaks mineral. u. petrograph. Mit- 
teilungen 30. S. 171. 1911. 


2) Diese Minimalazimute bezeichnet man allgemein als Auslöschungs- 
azimute, obgleich wegen der erwähnten, stets vorhandenen unvoll- 
kommenen Parallelität des Lichtes niemals eine vollständige Aus- 
löschung eintreten kann. Vgl. die vorherige Fußnote. 
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nicht absorbierenden, aktiven Kristallplatte austritt, falls sich 
dieselbe zwischen gekreuztem Polarisator und Analysator im 
senkrecht auffallenden, parallelen Lichte befindet, folgende 
Eigenschaften: 

1. Die Minimalazimute sind bei beliebiger Phasendifferenz 4, 
nach ($1) nur dann zugleich Symmetrieazimute, wenn g, und 
damit auch k verschwindet. 

2. Das Vorzeichen der Elliptizität kehrt sich nach (74) um, 
wenn man die Kristallplatte, ausgehend von irgendeinem Minimal. 
azimut, in ihrer Ebene um n/?2 dreht; dasselbe gilt nach (76), 
wenn man von einem Symmetrieazimut ausgeht. 

3. In den Minimalazimuten ist das Vorzeichen der Ellipti- 
zitüt nach (74) von der Phasendifferenz 4, und somit von der 
Plattendicke d unabhängig; dasselbe gilt in den Symmetrieazimuten 
nach (76) von dem Betrage der Elliptizität |tg w|. 

4. Die Elliptizität verschwindet nach (74) und (76) für 
kh=0; sie verschwindet also jedenfalls für eine nicht aktive 
Kristallplatte. 

Wie der Vergleich dieser vier Eigenschaften der aus- 
tretenden Schwingungsellipse bei senkrecht auffallenden, schwach 
konvergentem Lichte einerseits und streng parallelem Lichte 
andererseits zeigt, besteht bezüglich der Eigenschaften 3 und 4 
in beiden Fällen ein wesentlicher Unterschied; auf diese beiden 
Eigenschaften wird man daher die aus der Kristallplatte aus- 
tretende Welle zu prüfen haben, ehe man ihre Elliptizität 
zur Bestimmung von g, heranzieht. 


Ill. Versuchsanordnung und Messungsergebnisse 
a) Versuchsanordnung und Meßverfahren 
$ 13. Prinzip der Versuchsanordnung 


Um g, nach dem in § 11 auseinandergesetzten Verfahren 
zu bestimmen, muß man bei einer parallel zur optischen Achse 
geschnittenen Quarzplatte die Phasendifferenz 4A,, sowie die 
Minimalazimute u, und die Symmetrieazimute o, ermitteln. 

Will man dagegen zur Bestimmung von g, das in $12 be- 
sprochene Verfahren verwenden, so hat man die Kiliptizität tg w 
der Welle zu messen, die aus der in einem Minimalazimut oder 


in einem Symmetrieazimut befindlichen Platte heraustritt. 
a 


Er 
3 
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Die Messung der Phasendifferenz 4, geschah bei uns mit 
Hilfe eines Soleilschen Kompensators mit Halbschattenvor- 
richtung (vgl. § 18); die Ermittlung der Minimal- und Sym- 
metrieazimute erfolgte nach dem in § 9 erläuterten Prinzip 
(vgl. § 17). Zur Messung der sehr kleinen Elliptizität tg w 
bedienten wir uns eines Braceschen Kompensators (vgl. § 19). 

Bei allen diesen Einzelmessungen wurde ein und dieselbe 
spektrometrische Versucksanordnung benutzt, die schematisch aus 
Fig. 2 zu ersehen ist. 


Spektrometer 


Die von der Lichtquelle @ kommende unzerlegte Strahlung 
wird durch den Kondensor J, auf den Eintrittspalt $, des 
Monochromators M abgebildet und die aus dem Spalt S, aus- 
tretende, nahezu monochromatische Strahlung mittels der 
Linse Z, auf den Spalt 8, des Spektrometerkollimatorrohres X 
vereinigt. Letzteres war mit dem Beobachtungsfernrohr F des 
Spektrometers koachsial gestellt. 8, befand sich in der Brenn- 
ebene der Objektivlinse O,, die aus O, austretende Strahlung 
war somit parallel. Sie durchsetzte den an einem drehbaren 
Teilkreise angebrachten Polarisator P, die zentral durchbohrten 
Teilkreise 7, , 7, und 7,, sowie den ebenfalls an einem drehbaren 
Teilkreise befestigten Analysator A und wurde schließlich in 
der Brennebene der Objektivlinse 0, des Beobachtungsfern- 
rohres F vereinigt. 


ty 
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P Die beiden drehbaren Teilkreise 7, und 7, waren vertikal 
auf dem Spektrometertischchen 7'sch befestigt; 7, trug die zu 
_ untersuchende, parallel zur optischen Achse geschnittene Quarz- 
platte, mit 7, konnte entweder der zur Messung der Phasen- 
 differenz 4, dienende Soleilsche Kompensator oder die Kom- 
penssterplatte des zur Messung der Elliptizität tg y benutzten 
Braceschen Kompensators verbunden werden. 
Der vor dem Analysator befindliche drehbare Teilkreis 7, 
war zur Aufnahme einer Halbschattenplatte 7 bestimmt, und 
zwar konnte entweder eine drehende Halbschattenplatte (vgl. 
-§ 9b) benutzt werden, oder aber eine doppelbrechende Halb- 
_ schattenplatte, bestehend aus einer nur das halbe Gesichtsfeld 
 bedeckenden, sehr dünnen Glimmerplatte. Die drehende Halb- 
_ schattenplatte kam bei der Messung der Symmetrieazimute zur 
Verwendung, die doppelbrechende Halbschattenplatte diente 
als Halbschattenvorrichtung für den Soleilschen Kompensator 
(vgl. § 18) bzw. für den Braceschen Kompensator (vgl. § 19). 
Die Trennungslinie der Halbschattenplatte wurde beobachtet, 
indem man zwischen Objektivlinse 0, und Okular Ok noch ein 
_ geeignetes Linsensystem einfügte (vgl. § 14b). 
Bei gewissen Messungen (z. B. bei der Nicolkreuzung oder 
bei der Bestimmung der Minimalazimute) war es notwendig, 
den Spalt S, möglichst intensiv mit unzerlegtem Lichte zu be- 
er leuchten. Dies erfolgte in der Weise, daß die seitlich auf- 
er gebaute Lichtquelle 3 durch den Kondensor J, mittels des 
(sonst entfernten) totalreflektierenden Prismas 7’ auf den Spalt 5, 
abgebildet wurde. 3 


$ 14. Einzelheiten der Versuchsanordnung 


a) Lichtquelle, Monochromator. Die Lichtquelle Q war in 
den meisten Fällen eine 1000-Watt-Osram-Nitra-Projektions- 
lampe, die an das Stadtnetz mit 220 Volt Gleichspannung an- 
_ geschlossen war. Da der Leuchtkörper dieser Lampe aus 
sechs zueinander parallelen Spiralen bestand, wurde er zur 
_ besseren Ausnutzung so aufgestellt, daß die Spiralen hinter- 
einander und parallel zur Spaltrichtung standen. Die Spiralen 
wurden mittels des Kondensors Z, (ungleich scharf) auf den 
 Eintrittspalt 5, des Monochromators M abgebildet; L, hatte 
eine Öffnung von 40 mm und eine Brennweite von 135 mm. 
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Gelegentlich wurde als Lichtquelle auch eine Quechsilber- 
quarzlampe von Heraeus benutzt. 

Der Monochromator M stammte von der Firma C. Leiss 
in Berlin-Steglitz und besaß zwei feste, unter 90° zueinander 
stehende Spaltrohre mit symmetrischen Spalten S, und S$,, 
sowie ein Abbesches Prisma mit konstanter Ablenkung von 
90°. Die Offnung der Spaltrohrobjektive betrug je 34 mm, 
die Brennweite 210 mm. Die Bewegung des Prismas erfolgte 
durch Trommel und Spiralnut und umfaßte das Gebiet von 
390 mu bis 775 mu. Das Prisma war stets!) so gestellt, daß 
bei Beleuchtung mit weißem Lichte der von dem Austritt- 
spalt S$, ausgeschnittene Spektralbezirk seinen optischen Schwer- 
punkt bei 546 mu hatte; die beiden Spalte S, und 8, erhielten 
dabei solche Weiten, daß die Breite des ausgeschnittenen 
Spektralbezirkes etwa 20 mu betrug. 

Die aus $, austretende monochromatische Strahlung wurde 
mittels der Linse Z, (Öffnung 25 mm, Brennweite 220 mm) in 
der Ebene des Spaltes S, vereinigt. 

Gelegentlich war es, wie schon in § 13 bemerkt, erforder- 
lich, den Spalt S, mit intensivem, weißem Lichte zu beleuchten. 
In diesem Falle wurde an Stelle der eben beschriebenen Appa- 
ratur die Kohlenbogenlampe B benutzt, eine kleine Zeiss- 
bogenlampe mit Uhrwerkregulierung, die mit 20 Ampere Strom- 
stärke brannte. Ihr Krater wurde mittels des Kondensors L, 
(Öffnung 45 mm, Brennweite 270 mm) und des totalreflek- 
tierenden Prismas 7p auf den Spalt 8, projiziert. Das total- 
reflektierende Prisma war so orientiert, daB es, je nach Be- 
darf, durch eine Mikrometerschraubenführung aus dem Strahlen- 
gang entfernt oder in die Höhe von 8, gebracht werden konnte. 

b) Spektrometer. Das Spektrometer war ein großes, von 
der früheren optischen Fabrik Heele in Berlin geliefertes In- 
strument mit mikrometrisch beweglichem Beobachtungsfern- 
rohr F, das in der Werkstatt des Institutes für unsere Zwecke 
umgebaut: worden war und zwar so, daß der Abstand der 
Objektive O, und O, 52cm betrug. Die Ebene des mikro- 
metrisch verstellbaren Bilateralspaltes $, wurde auf das sorg- 
faltigste in die Brennebene von O, gebracht, die aus O, aus- 
tretende Strahlung war daher möglichst parallel. 


1) Mit Ausnahme der in $ 23 erwähnten Dispersionsmessungen. 
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Der Spektrometerteilkreis war verdeckt und hatte einen 
Durchmesser von 32 cm und eine 5’-Einteilung. Zur Ab- 
lesung dienten zwei diametral gegenüberstehende Ablese- 
4 mikroskope mit trommelmikrometrisch verschiebbaren Ablese- 

marken; hierbei entfielen auf ein Teilkreis- 
i intervall von 5’ 240 Trommelteile. 
Das Spektrometertischchen Tsch konnte um 
| | seine Achse grob mittels Sternrad und fein 
7 | mittels Mikrometerschraube gedreht werden; 
| das obere Tischblatt ließ sich durch Fub- 
schrauben justieren und trug den gleich zu 
besprechenden Doppelteilkreis 7, 7,. 

Der Tubus des auf Unendlich eingestellten 
Beobachtungsfernrohres F konnte mit Hilfe eines 
Raupengewindes verschoben werden. Beim An- 
visieren des Kollimatorspaltes $, (z. B. bei 
Bestimmung der Minimalazimute) wurde das 
Okular Ok benutzt; beim Einstellen auf die 
Trennungslinie der Halbschattenplatte 7 wurde 
dagegen statt des Okulars OA in den Tubus von 
F ein zweiter Tubus 7’ geschoben (Fig. 3), der 
einen (mittels gekordelten Randes verstellbaren) 
Spalt Sp trug. Auf den Tubus von F wurde 
mittels BajonettverschluB ein zweites Fern- 
rohr F’ aufgesetzt und mit diesem // anvisiert.') 

c) Nicols. Polarisator P und Analysator 4 
waren Glansche Nicols mit senkrechten End- 
bees flächen, die von der Firma Fr. Schmidt & Haensch 
in Berlin angefertigt worden waren. Die recht- 
Fig. 3 eckige Endfläche jedes Nicols hatte 10 mm 

Kantenlänge; das Polarisationsfeld betrug etwa 
30°, Die Auslöschung der Nicols war eine vortreffliche und 
besser als bei allen anderen, uns zur Verfügung stehenden 
Nicols. Jedes Nicol saß auf einem Teilkreis, an dem mit 
Hilfe von Nonien halbe Minuten abgelesen werden konnten; 
die Grobverstellung erfolgte manuell, die Feinverstellung (nach 


f 


1) Diese Hilfsvorrichtung wurde von der Firma Fr, Schmidt und 
Haensch in Berlin in vorzüglicher Ausführung geliefert. > 


| | | | | 
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Arretierung durch eine Federklemme) mittels Mikrometer- 
schraube. Die Teilkreise wurden seitlich von je einem Prä- 
zisionsstativ getragen, das eine sehr genaue Justierung er- 
méglichte. Zur Vertikalverschiebung jedes Statives diente 
ein Zahntrieb; die Feinjustierung erfolgte durch die drei Fuß- 
schrauben, zwei mikrometrische verschiebbare Kreuzschlitten 
und eine mikrometrische Drehbewegung um die Vertikal- 
achse. 

d) Teühreise T,, T, und T,. Der Doppelteilkreis 7,, 7, 
bestand aus den beiden zentral durchbohrten, getrennt dreh- 
baren Teilkreisen 7, und 7,; die zentrale kreisförmige Durch- 
bohrung, die der auffallenden Strahlung den Durchtritt ge- 
stattete, besaß 10 mm Durchmesser. Die Grobverstellung eines 
jeden Teilkreises erfolgte mittels gekordelten Randes, die Fein- 
verstellung (nach Anziehen einer Klemmschraube) mittels Mikro- 
meterschraube; mit Hilfe von Nonien konnte man noch halbe 
Minuten ablesen. Jeder Teilkreis besaß eine Schwalbenschwanz- 
führung zur Aufnahme eines (ebenfalls zentral durchbohrten) 
Schlittens. Auf dem zu 7, gehörenden Schlitten saß, wie schon 
in § 13 erwähnt, die zu untersuchende Kristallplatte, die 
zwecks Vermeidung von Spannungen nur an einer Ecke 
mit einer Spur Syndetikon, im übrigen mit Klebwachs auf- 
gekittet war; der zu 7, gehörende Teilkreis trug entweder 
den Soleilschen Kompensator oder die Kompensatorplatte des 
Braceschen Kompensators. Der Doppelteilkreis war mit dem 
oberen Blatt des Tischchens 7'sch verschraubt und konnte mit Hilfe 
der Justierfußschrauben des Tischchens vertikal gestellt werden. 

Der gleichfalls zentral durchbohrte Teilkreis 7, war mit 
dem Analysatorteilkreis verbunden, konnte aber für sich allein 
gedreht werden; er besaß ebenfalls eine Schwalbenschwanz- 
führung, die je nach Bedarf (vgl. § 13) einen Schlitten mit 
einer drehenden Halbschattenplatte oder einen solchen mit einer 
doppelbrechenden Halbschattenplatte aufnehmen konnte. Die 
Grobverstellung erfolgte durch Handgriff, die Feinverstellung 
wie beim Polarisatorteilkreis (nach Feststellung durch eine 
Federklemme) mittels einer Mikrometerschraube; ein Nonius 
hätte noch halbe Minuten abzulesen gestattet, doch war bei 
dem von uns benutzten Meßverfahren eine genaue Bestimmung 
der Azimute der Halbschattenplatten nicht erforderlich. Mar 
Annalen der Physik. 5. Folge. 1. 61 
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Die Nonieneinstellungen der Teilkreise 7,, 7, Z, und 
des Analysatorteilkreises konnten sämtlich vom Beobachtungs- 
platze aus abgelesen werden, zum Teil mittels besonderer 
totalreflektierender Prismen und Beobachtungsfernrohre. 


$ 15. Justierung 


Die zu 1 besprechenden Messungen erforderten eine sehr 


= Systems. 

a a) Justierung des Spektromet:rs. Kollimatorrobr A und 
Fernrohr # wurden koachsial und senkrecht zur Drehungs- 
achse des Tischchens gestellt; die Justierung erfolgte in der 
_ üblichen Weise durch Autokollimation mit Hilfe eines Gauss- 
schen Okulars und einer planparallelen Platte, die auf dem 
 Tischehen (an Stelle des Doppelteilkreises 7,, 7,) aufgesetzt 
_ werden konnte; das Gaussche Okular ließ sich statt an Stelle 
von Ok auch an Stelle des Spaltes $, einsetzen. 


Zi b) Justierung des Polarisators. Von großer Wichtigkeit 
war, daß die aus dem Polarisator P austretende Parallelstrah- 


lung genau senkrecht auf die zu untersuchende planparallele 
_ Kristallplatte fiel, die in dem zu 7, gehörenden Schlitten saß. 
Zu dem Zwecke wurde, nachdem die Achse des Kollimator- 
rohres X in der angebenen Weise senkrecht zur Drehachse des 
_ Tischehens und die Kristallplatte in das gewünschte Azimut ge- 
bracht war, der Polarisator P entfernt und der Spalt $, durch 
das Gausssche Okular ersetzt; durch Justieren (Drehen des 
 Tischehens um seine Achse und Verstellen der Tischchenfub- 
schrauben) wurde das Bild des Fadenkreuzes des Gaussschen 
 Okulars mit dem Fadenkreuz selbst zur Deckung gebracht. 
_ Brachte man jetzt den Polarisator P in den Strahlengang, so 
trat im allgemeinen eine leichte Verschiebung des Bildes des 
-Fadenkreuzes ein; durch Nachjustieren mit Hilfe des den 
Polarisator tragenden Prizisionsstativs konnte der Pola- 
risator unschwer in eine solche Lage gebracht werden, daß 
das Bild des Fadenkreuzes wieder mit letzterem koinzi- 
dierte. Bei dieser Stellung des Polarisators fiel die aus ihm 


—_ 
| 
- 6 
» 
| austretende Parallelstrahlung senkrecht auf die in dem be- 
treffenden Azimut befindliche Kristallplatte. 
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c) Justierung der Kristallplatte. Wurde die Kristallplatte 
nun durch Drehen des Teilkreises 7, in ein neues Azimut 
übergeführt, so trat im allgemeinen eine kleine Verschiebung 
des Bildes des Fadenkreuzes ein, weil es praktisch nicht möglich 
war, die Platte genau senkrecht zur Drehachse des Teilkreises 
zu kitten; es war daher durchweg bei jedem gewünschten 
Azimut der Kristallplatte eine Nachjustierung in der eben be- 
schriebenen Weise erforderlich. 


$ 16. Kreuzen der Nicols 

Bei den in § 11 und § 12 besprochenen Meßverfahren ist 
eine genaue Äreuzung von Polarisator und Analysator erforder- 
lich; dieselbe kann entweder durch Einstellen auf Minimum 
der Intensität oder unter Benutzung einer drehenden Halb- 
schattenplatte erfolgen.') 

Bei der Einstellung auf Minimum der Intensität wurde der 
Spalt $, mit dem weißen Lichte der Bogenlampe B (§ 14a 
und Fig. 2) beleuchtet und mittels des (auf unendlich ein- 
gestellten) Fernrohres # scharf anvisiert. Das Spaltbild er- 
schien dann bei beliebiger Stellung des Analysators hell auf 
dunklem Grunde. Durch Drehen des Analysatorteilkreises 
wurde diejenige Stellung des Analysators aufgesucht, bei welcher 
das Spaltbild geringste Intensität zeigte; dieselbe ließ sich bei 
der vorzüglichen Auslöschung der Nicols mit großer Genauig- 
keit ermitteln. 

Bei der Einstellung mittels drehender Halbschattenplatte 
(vgl. § 9b) wurde diese mit ihrem Schlitten (vgl. § 14d) in die 
Schwalbenschwanzführung des Teilkreises 7, geschoben, das 
Hilfsfernrohr #’ (vgl. § 14b und Fig. 3) aufgesetzt und damit 
scharf auf die Trennungslinie der Halbschattenplatte eingestellt; 
die Beleuchtung erfolgte dabei mit monochromatischem Lichte 
(Wellenlängenbezirk 2 = 546 mu, vgl. $ 14a) unter Benutzung 
der Osram-Nitra-Projektionslampe Q und des Monochromators M 
(Fig. 2. Der Analysator befindet sich offenbar dann in der 
gewünschten, zum Polarisator gekreuzten Stellung, wenn die 
Intensitäten der beiden Gesichtsfeldhälften der Halbschatten- 
platte gleich gering sind, d.h. wenn die sog. „Halbschatten- 
stellung“ erreicht ist. 


1) Vgl.G.Szivessy u. Cl. Münster, Ztschr. f. Phys. 53. S. 30. 1929. > 
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Die von uns benutzte drehende Halbschattenplatte war 

eine aus Zwillingsquarz nach Art der Soleilschen Platte her- 

gestellte, sehr dünne Doppelquarzplatte mit sehr feiner Tren- 
nungslinie der beiden Hälften; sie wurde von der Firma 

Dr. Steeg & Reuter in Bad Homburg in ausgezeichneter Aus- 

_ führung geliefert und besaß einen Drehungswinkel von +2° 37’, 

somit einen sog. Halbschattenwinkel von 5°14.!) Es war 

praktisch nicht möglich, die Platte so aufzukitten, daß ihre 
optische Achse bei jedem beliebigen Azimut genau parallel zur 
auffallenden Parallelstrahlung lag; um dasjenige Azimut der 

Platte zu erhalten, bei der diese Bedingung erfüllt war, wurde 

die Nicolkreuzung zuerst durch Einstellen auf Minimum der 

Intensität vorgenommen, dann die drehende Halbschattenplatte H 

(Fig. 2) in den Strahlengang gebracht und der Teilkreis 7, so 

lange gedreht, bis die Halbschattenstellung erreicht war.?) 

Die Aufsuchung des richtigen Azimutes der drehenden 

 Halbschattenplatte hatte somit zur Voraussetzung, daß die 

Nicolkreuzung durch Einstellen auf Minimum der Intensität 

bereits ausgeführt war. 

Wir geben anschließend zur Veranschaulichung der Meb- 

_ genauigkeit zwei MeBreihen, von welchen die eine durch Ein- 

stellen auf Minimum der Intensität, die andere bei Benutzung 

drehenden Halbschattenplatte erhalten wurde. Das erstere 
: . Meßverfahren liegt nämlich (vgl. $ 9) im Prinzip der im 

folgenden Paragraph zu besprechenden Messung der Minimal- 

 azimute, das letztere der Messung der Symmetrieazimute zu- 
 grunde; beide Meßverfahren besaßen bei der von uns benutzten 

_Versuchsanordnung nahezu gleichen Genauigkeitsgrad, wie aus 

der folgenden Tab. 1 hervorgeht, bei welcher 

M die Teilkreisablesungen bei einer Einstellung auf 
Minimum der Intensität, 

H die Teilkreisablesungen bei einer Halbschatteneinstel- 
lung unter Benutzung der erwähnten drehenden Halb- 
schattenplatte, 

m den Mittelwert der 10 Einzelbeobachtungen, 

f den mittleren Fehler des Mittels bedeutet. 


1) Vgl. die Literaturangaben $ 9b. 
2) Vgl. G.Szivessy u. Cl. Münster, Zschr. f. Phys. 53. S.31. 1929. 
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Tabelle 1 


M H 
851024,0° 351° 25,0’ 
24,5’ 
25,0* 
24,5’ 
24,0 
-n 25,5’ -, 
24,5 
24,5" 
85,0" 
m 351°24,60’ | 351° 24,65" 
f +0,14 +0,18 


. Bestimmung der Minimal- und Symmetrieazimute 


Das Prinzip der Bestimmung der Minimalazımute ist in 
§ 9, a) angegeben; bei dieser Bestimmung wurde analog ver- 
fahren wie bei der in § 16 erläuterten Nicolkreuzung durch © 
Einstellung auf Minimum der Intensität. 


Bei der Aufsuchung eines Minimalazimutes wurde die zu 
untersuchende, parallel zur optischen Achse geschnittene 
Kristallplatte, wie schon in § 14,d) erwähnt, auf einen zentral © 
durchbohrten Schlitten aufgekittet, der in die Schwalben- 
schwanzführung des Teilkreises 7, (Fig. 2) paßte; die zu den a 
Teilkreisen 7, und 7, gehörenden Schlitten wurden entfernt. — 
Die Beleuchtung des Spaltes $,, der mit dem auf Unendlich k 
eingestellten Fernrohr 7 scharf anvisiert wurde, erfolgte mit 
dem weißen Lichte der Bogenlampe B. Bei gekreuzten Nicols 
erhielt man dann durch Drehen des Teilkreises 7, diejenigen 
vier Azimute u,, a, und bei welchen das Spaltbild 
geringste Intensität zeigte; diese Azimute sind die durch (72) — 
definierten Minimalazimute. 


Die Bestimmung der Symmetrieazimute, deren Prinzip in 
§ 9, b) auseinandergesetzt ist, erfolgte analog wie die in § 16 | 
besprochene Kreuzung der Nicols mittels drehender Halb- 
schattenplatte. Der Spalt 8, wurde mit dem aus dem Mono- | 


Lj 
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Pa chromator M austretenden, monochromatischen Lichte be- 
leuchtet, die drehende Halbschattenplatte mit ihrem Schlitten 
in die Schwalbenschwanzführung des Teilkreises 7, eingeschoben 
und nach dem in $ 16 angegebenen Verfahren justiert; die 
Trennungslinie der Halbschattenplatte wurde mittels des Fern- 
a, rohres F’ (Fig. 3) beobachtet. Änderte man das Azimut der 
Zr am Teilkreis 7, sitzenden Kristallplatte durch Drehen des- 
. selben, so erhielt man bei einer vollen Umdrehung vier Azimute 
O11 Fo, Fz, Oy ‚ bei welchen Halbschattenstellung erreicht war; 


Um eine Vorstellung von der Genauigkeit des Meb- 
_verfahrens zu geben, führen wir die bei einer parallel zur 
optischen Achse geschnittenen Kalkspatplatte ausgeführten 
Messungen an. Kalkspat ist bekanntlich optisch nicht aktiv; 
bei einer Kalkspatplatte müssen daher nach $ 8 die Minimal- 
 azimute mit den Symmetrieazimuten zusammenfallen. Dies ist 
in der Tat, wie die folgende Tab. 2 zeigt, der Fall; in dieser 
Tabelle haben die Bezeichnungen folgende Bedeutung: 


a, und ä, die zu denjenigen Minimalazimuten u, und u, ge- 

hörenden Teilkreisablesungen, bei welchen die op- 

Ber tische Achse senkrecht zur Schwingungsrichtung 
Pr des Polarisators lag; 


[ 6, und ö, die zu den Symmetrieazimuten o, und o, gehörenden 
Teilkreisablesungen, wobei o, bzw. o, das dem 
Azimut pw, bzw. u, nächstgelegene Symmetrie- 
azimut ist; 

und ü, die zu denjenigen Minimalazimuten u, und u, ge- 
hörenden Teilkreisablesungen, bei welchen die op- 
tische Achse parallel zur Schwingungsrichtung des 
Polarisators lag; 


6, und ö, die zu den Symmetrieazimuten o, und o, gehörenden 
Teilkreisablesungen, wobei o, bzw. o, das dem 
Azimut u, bzw. u, nächstgelegene Symmetrie- 
azimut ist; 


m der Mittelwert aus den je 10 Kinzelbeobachtungen; 


I Tul (9) delnier 
| | 
nz 
D 
i 
Denn w er mittlere Fehler des Mittels. 
4 


sw 
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Tabelle 2 


Minimal- und Symmetrieazimute bei einer parallel zur optischen Achse 
geschnittenen Kalkspatplatte 


ee 


Minimalazimute Symmetrieazimute 


My | Me uz | 0, Os 04 


39°10,5° 179°14,5° |269° 18,57 |359°14,5° |89°10,0° |179°14,0° 269° 17,57 359° 13,5’ 
11,0’ 13,5’ | 17,5’ | 13,0’ 11,0’ 14,5’ 17,5’ 14,0’ 


9,5 15,0” 17,0’ 14,5’ 10,5’ 15,0’ 18,0’ 14,0’ 
11,0’ 13,5’ 18,5’ 13,0’ 10,0’ 15,0’ 18,0’ 15,0’ 
11,5’ 14,5’ 16,6’ 14,0’ 10,5’ 14,5’ 18,0’ 13,0’ 
10,5’ 14,0’ 18,0’ 15,5’ 11,5’ 14,5’ 17,5’ 14,5’ 
10,5’ 15,0’ 18,0’ 13,0’ 11,5’ 14,0’ 17,0’ 13,0’ 
11.5’ 14,0’ 16,5° 12,5’ 10,0’ 13,5’ 18,5’ 14,5’ 

9,5’ 13,5’ 17,5’ 14,5’ 10,0’ 14,5’ 17,5’ 13,5’ 
10,5’ 15,5’ 17,0’ | 15,5’ 10,5’ 14,5’ 17,0’ 14,0’ 


269° 17,50’ 
+0,24’ 


359° 14,00] 89° 10,55’ 
+0,34] +0,19 


m 89° 10,60"|179° 14,30’ 
f +0,23 


179 14,40/1269° 17,65/|359° 13,90 
+0,15) +0,16) +0,217 


Wie man sieht, sind die Bedingungen 
mit großer Genauigkeit bis auf Bruchteile einer Minute erfüllt. 
Eigentlich hätten die Differenzen — und 6;,, — 6, 
@=1, 2, 3) gleich 90° und die Differenzen ü;;2— a, und 
Gis2 — 6, (i = 1,2) gleich 180° sein müssen; die aus Tab. 2 
ersichtlichen Abweichungen rühren davon her, daß die Platte 
in jedem einzelnen Azimut nach $ 15, c) erneut nachjustiert 
werden mußte. 


is $ 18. Messung der Phasendifferenz 4, 
_ Die Messung der durch (79) definierten Phasendifferenz 4, 
der parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatte 
erfolgte mit Hilfe eines Soleilschen Kompensators mit Halb- 
schattenvorrichtung, Dieses Instrument wurde schon wiederholt 
beschrieben), so daß wir es als bekannt voraussetzen können. 
Der Soleilsche Kompensator war von der Firma 
Fr. Schmidt & Haensch in Berlin geliefert worden und sehr 


1) G. Szivessy, Verbandl. d. D. phys. Ges. 21. S 271. 1919; 
Ztschr. f. Phys. 29. S, 372. 1924; Ztschr. f. Instrumentenkunde 46. S. 454. 
1926; F.Kohlrausch, Lehrb. d. prakt. Phys. 15. Aufl. S. 407. 1927; 
Handb. d. Physik, herausg. von H. Geiger u. K. Scheel 19. $. 943. 
Berlin 1928. 
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gut gearbeitet; er saß auf einem Schlitten, der in die Schwalben- 


schwanzführung des Teilkreises 7, (Fig. 2) paßte und wurde 
durch Drehen dieses Teilkreises in der üblichen Weise in 
ein solches Azimut gebracht, daß die optischen Achsen seiner 
Teile die Azimute +45° gegen die Schwingungsrichtung des 
Polarisators besaßen. 

Die doppelbrechende Halbschattenplatte, die als Halbschatten- 
vorrichtung für den Soleilschen Kompensator diente, bestand 
aus einem dünnen, nur das halbe Gesichtsfeld bedeckenden, 
mit Kanadabalsam zwischen Deckgläschen gekitteten Glimmer- 
blättchen; sie war auf einen zentral durchbohrten Schlitten 
gekittet, der in die Schwalbenschwanzführung des Teilkreises 7, 
geschoben wurde. Die Phasendifferenz der Halbschattenplatte 
betrug (für die Wellenlänge A = 546 mu) 0,0326-2x; durch 
Drehen des Teilkreises 7, wurde ihr eine solche Lage ge- 
geben, daß ihre Hauptschwingungsrichtungen ungefähr die 
Azimute +45° gegen die Schwingungsrichtung des Polarisators 


besaßen. 


Bei der Messung der Phasendifferenz 4, wurde die parallel 
zur optischen Achse geschnittene Quarzplatte, wie schon in § 17 
angegeben, mit ihrem Schlitten in die Schwalbenschwanzführung 
des Teilkreises 7, geschoben und ihr durch Drehen des Teil- 
kreises 7, eine solche Lage erteilt, daß ihre optische Achse das 


Azimut -7 gegen die Schwingungsrichtung des Polarisators 


besaß; man erhielt dieses Azimut, indem man das Minimalazimut 


u, = — aufsuchte (vgl. $17) und aus diesem eine Drehung um 


u = ausführte. Die Justierung der Plattenebene senkrecht 


zur auffallenden Parallelstrahlung erfolgte in diesem Azimut 
nach dem in § 15, c) besprochenen Verfahren. 
; Bei den Messungen von 4, muBte streng monochromatisches 
Licht benutzt werden, da sonst wegen der Dispersion der 
Doppelbrechung keine scharfen Halbschattenstellungen zu er- 
zielen waren; wir bedienten uns deshalb bei diesen Messungen 
als Lichtquelle Q (Fig. 1) einer Quecksilberquarzlampe von 
Heraeus, aus deren Spektrum mittels des Monochromators M 
die Linie 2 = 546 mu ausgeblendet wurde. 

Es seien nun ¢, und ¢, zwei Trommeleinstellungen des 
Soleilschen Kompensators, die zwei aufeinander folgenden 


a 
a 
| 


len 
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Halbschattenstellungen entsprechen, wenn sich zwischen Soleil- 
schem Kompensator und Polarisator keine weitere Platte be- 
findet; von den beiden Einstellungen sei ¢, diejenige, welche 
dem absoluten Nullpunkt des Kompensators am nächsten liegt. 
Ist nun £ diejenige zwischen ¢ und ¢, liegende Trommel- 
einstellung, welche der Halbschattenstellung entspricht, nach- 
dem die Quarzplatte in dem angegebenen Azimut in den 
Strahlengang gebracht wurde, so ist die Phasendifferenz 4, der 
Platte bekanntlich durch 
t—t, 
4, = 


-22 


gegeben. 

Ein Beispiel fiir die Genauigkeit, die bei der Messung 
von 4, erreicht wurde, zeigt die folgende Tab. 3, die sich 
auf eine parallel zur optischen Achse geschnittene Links- 
quarzplatte bezieht; die Bezeichnungen sind dieselben wie eben 
angegeben, außerdem bedeutet m den Mittelwert der Einzel- 
beobachtungen und f den mittleren Fehler des Mittels. 


Tabelle 3 
Messung der Phasendifferenz 4, u 
— 
t, | t, | t 
5256 7600 5457 = 
57 7598 55 7 
56 99 54 ; 
99 
56 98 56 
m 5256,6 1598,8 5455,6 
f +04 +0,4 +0,5 


od = 0,0850- 27 + 0,00088 -2 


Wie man sieht, betrug der Fehler bei der Messung der 
Phasendifferenz 4, weniger als !/, Proz. 


$19. Messung der Elliptizität tg y 


Um die Elliptizität tg w der Welle zu messen, welche 
aus der in einem Minimalazimut bzw. in einem Symmetrie- 
azimut befindlichen Kristallplatte heraustrat, bedienten wir 
uns eines Braceschen Kompensators. Will man mit einem une 
solchen eine derartige Messung ausführen, so muß bekannt- _ 
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lich!) die Schwingungsrichtung des Analysators senkrecht zur 
großen Achse der zu analysierenden Ellipse liegen; diese Be- 
dingung ist bei der in einem Symmetrieazimut aus der Kristall- 
platte austretenden Welle von vornherein erfüllt, auf welchen 
Fall wir uns daher im folgenden beschränken wollen. 

Die Kompensatorplatte des von uns benutzten Braceschen 
Kompensators war ein sehr dünnes, mit Kanadabalsam zwischen 
Deckgläschen gekittetes Glimmerplättchen, welches auf einen 
zentral durchbohrten Schlitten gekittet war, der in die 
Schwalbenschwanzführung des Teilkreises 7, geschoben wurde; 
ihre Phasendifferenz ö hatte für die Wellenlänge 2 = 546 mu 
den Wert = 0,0114 -2n. 

Die Halbschattenplatte des Braceschen Kompensators 
war ähnlich ausgeführt wie die Halbschattenplatte des Soleil- 
schen Kompensators (vgl. § 18) und wurde in analoger Weise 
wie diese mit dem Teilkreis 7, verbunden. Für die Wellen- 
länge 2 = 546 mu betrug ihre Phasendifferenz 0,0071 - 2; ihr 
gegen die Schwingungsrichtung des Polarisators gerechnetes 
Azimut belief sich auf etwa 60°. 

Die Beleuchtung erfolgte bei der Messung der Ellip- 
tizitäten mit der Osram-Nitra-Projektionslampe Q, die. nur bei 
vereinzelten Kontrollmessungen mit der Quecksilberquarzlampe 
ausgewechselt wurde. 

Befindet sich die zu untersuchende, genau senkrecht zur 
auffallenden Strahlung justierte (vgl. $ 15, c), am Teilkreis 7, 
sitzende Kristallplatte in einem Symmetrieazimut (etwa im 
Azimut o,), so wird der Winkel w der Elliptizität tg w in 
folgender Weise bestimmt: 

Man dreht den Kompensatorteilkreis 7, und erhält dann 
bei einer vollen Umdrehung nacheinander die vier Halb- 
schattenazimute @,, 0,, 0,, 9,; wird nun die Kristallplatte aus 
T, entfernt, d. h. fällt die von P kommende, linear polarisierte 
Strählung direkt auf die Kompensatorplatte, so erhält man die 
entsprechenden vier Halbschattenazimute 0,,, Q 9, Qo3: die 
wir im folgenden kurz als die Nullazimute bezeichnen. 


1) Vgl. hierzu und zu den folgenden Ausführungen dieses Para- 
graphen G. Szivessy, Ztschr. f. Instrumentenkunde 47. S. 148. 1927; 
Handb. d. Physik, herausg. von H. Geiger u K. Scheel, 19. S. 960. 
Berlin 1928. 
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Für den gesuchten Winkel yw der Elliptizität tg w hat 
man dann 


= sin d(sin 2 — sin 2 0) 


wobei > 


die vom Braceschen Kompensator gemessene Phasendifferenz 
ist; die Welle ist links- bzw. rechtselliptisch polarisiert, je 
nachdem 0’ positiv bzw. negativ ist. Es ergibt sich somit 


(84) w = 1sind(sin2o,— sin2o). 


Wir geben anschließend in Tab. 4 als Beispiel die voll- 
ständigen Messungsreihen, die an einer parallel zur optischen 
Achse geschnittenen Linksquarzplatte ausgeführt wurden, wenn 
diese sich im Symmetrieazimut o, (optische Achse parallel 
zur Schwingungsrichtung des Polarisators) befand. In dieser 
Tabelle bedeuten 


Por Poor Pos und py, die den Azimuten Qo, und 
entsprechenden Teilkreisstellungen, 
m Ps, pP, und p, die den Azimuten o,, 0,, 9, und o, 
ie entsprechenden Teilkreisstellungen, 
m den Mittelwert aus den je 10 Einzel- 
beobachtungen, 
f den mittleren Fehler des Mittels. 


Tabelle 4 


Por | Pos Pos | Pos | Py | Pr Ps | Ps 
47°54,5' |116°33,5’ |227°54,5' |296°34,5' | 45°30,5' (118° 9,0’ 225°31,5' [298° 10,0’ 
56,5° | 34,07 | 52,5’ 31,5 26,07 12,07 26,5 | 9,5’ 
49,5’ | 35,0’ 50,5’ 29,5’ 26,5’ 13,0’ 27,0’ 
49,0’ 35,5 52,0° 32,07 27,0’ 8,5’ 
55,5’ 30,5’ 51,5 32,5’ 27,07 13,5’ 28,0’ 
52,5’ 32,5’ 55,0’ 35,0’ 29,5 12,0’ 26,0’ 
52,0’ 29,5 50,5’ 34,5’ 30,0’ 11,5’ 26,5’ 
50,5’ 34,0’ 54,5’ 34,5’ 27,5 14,5’ 31,5’ | 
51,07 | 34,5’ 54,5’ 35,5’ 31,5 | 8,5’ 29,0' | 
58,5° | 81,0°| 54,0° 88,5 30,5 | 18,07 30,5" | 
m 47°52,45’ |116°33,00’ 227°52,95’ 296° 33,80'| 45° 28,60’ |118° 11,55 225° 28,85’ 298° 10,80’ 


f +0,80’ +0,65’ +0,55’ +0,60'] +0,63’ +0,68 +0,74 +0,45’ 


2 | 
7 if 
.. 
Messung des Winkels wy der Elliptizität tg w =» 
| af 
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Nun ergibt sich o, bekanntlich aus den Ablesungen p,,, 
Po Pog und p,, auf vierfache Weise, nämlich 


‘ 7 
20) = Por) = (Pos — Pos) — (Pos Pos) 


8; 
= (Po — Pos) + = 
Analog liefern die Messungen p,, p,, ps und p, vier Werte 
für o, nämlich 


7 


— (P, — P;) = (Ps — Ps) — = — (P, — Ps) 


Aus Tab. 4 folgt also 

29 | 2% 

21° 19,45° | 17° 17,05’ vg 

21° 19,95’ | 17° 17.80 

21° 19,65’ | 17° 18,05’ - 

21° 19,15’ | 17° 17,80’ 
Mitel: 21° 19,50° | 17° 17,50" 12 


Aus diesen Werten findet man nun nach (84) für den 
Winkel yw der Elliptizität tg w 
w = — 8,2’ + 0,07’; 

wie man sieht, betrigt der Fehler etwas weniger als 1 Proz. 

Jedes der vier Symmetrieazimute o,, o,, 0, und [7 liefert 
einen Wert für tgw; die so erhaltenen Werte sind in Tab. 5 
zusammengestellt. Die Übereinstimmung der absoluten Beträge 
dieser Werte, die eigentlich gleich sein müßten, kann angesichts 
der Schwierigkeit der Messung so kleiner Elliptizitäten als 
befriedigend bezeichnet werden. 
Tabelle 5 


Winkel y der Elliptizität tg y in den Symmetrieazimuten o,,0,, %s und Oy 


| 


Zur Kontrolle wurde die Platte jetzt so auf ihren Schlitten 
gekittet, daß die andere der beiden Begrenzungsflächen von 
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der aus dem Polarisator austretenden Strahlung zuerst ge- 
troffen wurde. Für diese Orientierung wurde w ebenfalls bei 
sämtlichen vier Azimuten o,,0,,0, und o, bestimmt; die so 
erhaltenen Werte stimmten innerhalb der Beobachtungsfehler 
mit den in Tab. 5 angeführten überein. 


b) Messungsergebnisse er = 
Zur Untersuchung kamen fünf Linksquarzplatten, eine 
Rechtsquarzplatte und (fiir gewisse Kontrollmessungen) zwei 
Kalkspatplatten. Sämtliche Platten waren planparallel und 
parallel zur optischen Achse geschnitten; sie sind von der 
Firma Dr. Steeg & Reuter in Bad Homburg geliefert worden 
und zwar, wie die Nachprüfung ergab, in vorzüglicher Aus- 
führung; der „Keilwinkel“ betrug in keinem Falle mehr als 
1’, bei den meisten Platten weniger als 0,5’. 

Wir bezeichnen im folgenden die fünf Linksquarzplatten 
mit ZI, ZI, LUI, LIV und LV, die Rechtsquarzplatte mit 
R und die beiden Kalkspatplatten mit KI und XII. 

In der folgenden Tabelle sind die mit Hilfe eines Sphäro- 
meters ermittelten Dicken d der Platten (in mm), sowie die 
(nach dem in § 18 angegeben Verfahren gemessenen) Phasen- 
differenzen A, zusammengestellt. 

Tabelle 6 


Phasendifferenzen 4, und Dicken d der untersuchten, parallel zur op- 
tischen Achse geschnittenen Platten. 


Platte d Ay te 
LI | 455 | 0,2568-22 + 1,04 
LIU | 39 | — 0,08 
Lil 3,00 0,4825-271 +18,07 
LIV 1,78 0,3711-27 + 2,33 
LV 0,77 0,0850-27 + 0,27 
R | 397 | 0,0528-24 | + 0,17 
KI | 30 0,1896- 2 
Kil 1,80 0,3376 +27 = 


_ Damit Symmetrieazimute überhaupt existieren, muß die 
Phasendifferenz A, der aus (68) und (79) folgenden Bedingung 
4\k|(1 
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genügen. Da % für die im Quarz senkrecht zur optischen Achse 
fortschreitenden Wellen jedepfalls klein ist, so können wir 
wieder (vgl. $ 10) A? gegen 1 vernachlässigen; man erhält so- 
mit für die Existenz der Symmetrieazimute die Bedingung 

4, 


tg 


Nimmt man an, daß der in $ 4 angegebene Voigt- 
Weversche Wert |k = 0,00209 richtig ist, so folgt aus der 
letzten Ungleichung 


tg|>0,0088, 


Aus Tab. 6 ergibt sich, daß dieser Bedingung von allen 
unseren Quarzplatten genügt wurde; dieselben konnten daher 
zur Bestimmung von g, mit Hilfe der Minimal- und Symmetrie- 
azimute (vgl. $ 11) benutzt werden. 


21. Bestimmung der Gyrationstensorkomponente y, durch 
Messung der Minimal- und Symmetrieazimute 


Um die Gyrationstensorkomponente g, mittels der in § 11 
auseinandergesetzten Methode der Minimal- und Symmetrie- 
azimute zu bestimmen, wurden letztere nach der in § 17 an- 
gegebenen Weise gemessen. 

Zunächst müssen wir bemerken, daß bei einer in einem 
Minimalazimute befindlichen Quarzplatte die noch beobacht- 
bare Intensität des Spaltbildes nicht größer war als bei einer 
Kalkspatplatte, und zwar trat es als deutlicher „Hauch‘“ auf 
völlig dunklem Grunde auf. Die Ursache dieses unvollkommenen 
„Verschwindens“ des Spaltbildes in den Minimalazimuten rührte 
bei den Kalkspatplatten aber offenbar von der in $ 12 be- 
sprochenen, stets unvollkommenen „Parallelität“ des auffallenden 
Lichtes her.!) Jedenfalls müssen wir der Bemerkung von 
Voigt?) widersprechen, daß es (im Gegensatz zu nicht aktiven 
Kristallplatten) „bei Einschalten einer parallel zur optischen 


1) Es ist schon lange bekannt, daß eine planparallele Kalkspatplatte 
im senkrecht auffallenden, schwach konvergenten Lichte zwischen ge- 
kreuztem Polarisator und Analysator in keiner Stellung vollständige Aus- 
löschung zeigt; vgl. F.E. Wright, Sill. Journ. (4) 31. S. 209. 1911; 
Tschermaks mineral. und petrograph. Mitteilungen 30. S. 171. 1911. 
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Achse geschnittenen Quarzplatte zwischen gekreuzten Nicols 
im allgemeinen keinesfalls gelingt, durch Drehen der Platte 
vollständige Dunkelheit hervorzubringen, wenn nur die Licht- 
quelle genügend hell ist“. Wir konnten vielmehr bei Be- 
nutzung der Bogenlampe B (vgl. § 17) und genügend sorgfältiger 
Justierung (vgl. $ 15) in dieser Hinsicht keinen Unterschied 
zwischen parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarz- 
und Kalkspatplatten feststellen; bei beiden war vielmehr die 
Intensität in den Minimalstellungen gleich gering, d.h. die 
sog. „Auslöschung“ gleich vollkommen. Da eive mangelhafte 
Justierung bei Voigt nicht angenommen werden kann, bleibt 
nur die Vermutung übrig, dab die von ihm benutzten Qnarz- 
platten nicht genau parallel zur optischen Achse geschnitten 
waren. 

Die Minimal- und Symmetrieazimute wurden bei sämt- 
lichen zur Verfügung stehenden Quarzplatten bestimmt; die 
Genauigkeit war dieselbe wie bei der in Tab. 2 als Beispiel 
angeführten Kalkspatplatte. Die aus je zehn Einzelmessungen 
gewonnenen Mittelwerte sind in Tab. 7 zusammengestellt; in 
dieser bedeuten 


i, und ~, die zu denjenigen Minimalazimuten uw, und u, ge- 
 hörenden Teilkreisablesungen, bei welchen die op- 
tische Achse der Platte senkrecht zur Schwingungs- 
high richtung des Polarisators lag; 

6, und ö, die zu den Symmetrieazimuten o, und o, gehören- 

Fe den Teilkreisablesungen, wobei o, bzw. o, das dem 

AR E Azimut u, bzw. u, nächstgelegene Symmetrie- 

azimut ist; 

mu, und ji, die zu denjenigen Minimalazimuten u, und u, ge- 
hörenden Teilkreisablesungen, bei welchen die op- 
tische Achse der Platte parallel zur Schwingungs- 

: richtung des Polarisators lag; 

6, und 6, die zu den Symmetrieazimuten o, und o, gehören- 

den Teilkreisablesungen, wobei o, bzw. o, das dem 
Azimut uw, und u, nächstgelegene Symmetrie-. 
azimut ist; 


w„—-o(=ü,—6;i=1,2,3,4) die Differenz zwischen zuge- 
~ hérigen Minimal- und Symmetrieazimuten. In 


104 
—— ; 


At 


Minimal- und Symmetrieazimute bei parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatten. 


z 


nach Voigt 
berechnet 


0 


beobachtet 
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4 
4’) 
4’) 


+0 
3’ (+0 
1’(+0 
(+0 
(+0 
1’(+0 


+0 
+0 
+0 
+0 


Teilkreisablesungen bei den 


ten 


eazimu 


Symmetri 


7 
1 
7 
9’ 
3 
1 


273° 30 
319° 


1,5° 


50 
‚204° 4,6’ 
250° 50,95’, 340° 35 


183° 28,1’ 
183° 52,3’ 


85’ 229° 81,1’ 


8° 44,6’ 


Minimalazimuten 


6 
a’ 
7’ 
0’ 
3 


204° 4,7’ 298° 52 
250° 51,07 340° 85 
| 183° 27,9’ | 278° 31 
183° 52,2’ | 2730 59 
229° 31,0’ 319° 28 


85’ 255° 7,3’ 345° 4,6’ 


|165° 14, 
113° 50,0’ 


der Tabelle ist bei jeder 
Platte nur diejenige dieser 
vier Differenzen eingetragen, 
welche den gréBten absoluten 
Betrag besitzt, unter Hinzu- 
fügung des mittleren Fehlers 
des Mittels (vgl. Tab. 2). 
Bezüglich der Abwei- 


chungen der Differenzen 
— u; und 6:41 — 6, 
@= 1,2,3) von 90°, bzw. 
der Differenzen pj42 — u, 
und 0,;2— o, (i= 1,2) von 


180° verweisen wir auf die 
Bemerkung in $ 17. 

Man sieht aus Tab. 7, daß 
die Abweichungen der Diffe- 
renzen u, — o; (i = 1, 2, 3, 4) 
von Null, wofern sie nicht 
überhaupt verschwinden, in 
jedem Falle kleiner sind als 
die Beobachtungsfehler; wir 
schließen daher aus unseren 
Beobachtungen, daß die Diffe- 
renzen 

6, = 0 
sind, d.h. daß die Minimal- 
azimute mit den Symmetrie- 
azimuten zusammenfallen. 

Andererseits ergibt sich 
aus (77) mit Rücksicht auf 
die durch (79) eingeführte 
Annäherung 


— 7, = heotg ©; 


legt man nun den in § 4 
angegebenen Voigt-Wever- 
schen Wert k=+ 0,00209 
zugrunde, so kann man 
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daher mit Hilfe der in Tab. 6 angegebenen Werte 4, berechnen, 
welche Werte die Differenzen u, — o, dann annehmen müßten. 
Die in dieser Weise berechneten Differenzen sind ebenfalls in 
Tab. 7 zusammengestellt; dieselben liegen in fast allen Fällen 
außerhalb der Beobachtungsfehler und sind namentlich bei 
den Platten ZII, ZV und R so groß, daß sie sich unmöglich 
der Beobachtung und Messung hätten entziehen können. 

Der in § 4 angeführte Voigt-Weversche Wert 
9, = + 0,5898. 10”* kann daher nicht richtig sein; aus unserem 
Messungsergebnis 


— = 0° + 0,4’ 

schlieBen wir vielmehr mit Hilfe von (81), daB jedenfalls ‘ 

19 < 2,6.10=" 
sein muß!) und daß eine optische Aktivität des Quarzes senk- 
recht zur optischen Achse nicht festgestellt werden kann. Für 
die durch (20) bestimmte Gyrationsfläche folgt somit, daß sie ein 
sehr gestrecktes Rotationsellipsoid mit verschwindendem Aquator- 
durchmesser ist.?) 


§ 22. Kritik der Voigtschen Meßmethode 

Es muß jetzt noch die Ursache der Unrichtigkeit des- 
Voigtschen MeBergebnisses aufgeklärt werden. 

Es wurde schon gezeigt (vgl. §§ 10 und 12), daß in der 
Theorie der Voigtschen Meßmethode ein Fehler enthalten 
war. Wir haben nun weiterhin die in § 12 richtiggestellte 
Voigtsche Methode experimentell nachgeprüft, indem wir bei 
den parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarz- und 
Kalkspatplatten in den Symmetrieazimuten die Messung der 
Elliptizität tg y der austretenden Welle durchführten. 

Bei den Kalkspatplatten fallen die Symmetrieazimute mit 
den Minimalazimuten wegen k= 0 zusammen (vgl. § 11 und 


1) Man erhält diese obere Grenze, indem man in (81) für u; — o; den 
Wert 0,4’ setzt, n, —n, und n, + mg aus (31) berechnet und tg 4,/2 für 
die einzelnen Platten aus Tab. 6 entnimmt; die kleinste obere Grenze 
liefert Platte Z II. 

2) Unter Benutzung des in § 4 angegebenen Wertes |g,| = 
1,098-10”* folgt nämlich bei unserer Meßgenauigkeit, daß das Ver- 
hältnis des Äquatordurchmessers zur Rotationsachse —7! jedenfalls 
kleiner ist als 2,4-10-°. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 1. 
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$ 17, Tab. 2); bei den Quarzplatten ergibt sich das Zusammen- 

fallen der Minimal- und Symmetrieazimute aus den in § 21 

besprochenen und in Tab. 7 zusammengestellten MeBergebnissen. 

Die Messung von tg w in einem Symmetrieazimut ist also gleich- 

bedeutend mit der Messung von tgw in einem Minimalazimut; 

daß aber bei einem letzteren tgw in der Tat von Null ver- 
schieden ist, ergibt sich schon daraus, daß beim Aufsuchen 
der Minimalazimute das Spaltbild als hellerer „Hauch“ auf 

dunklem Grund erscheint (vgl. $ 21). 

Die Messung des Winkels der Elliptizität tg w erfolgte 
in den Symmetrieazimuten, wie in § 19 besprochen; die MeB- 
genauigkeit war- in allen Fällen dieselbe wie bei der als 
Beispiel angeführten Tab. 4. Die Werte w, welche sich bei 
den von uns untersuchten Symmetrieazimuten ergaben, sind 
in Tab. 8 zusammengestellt; in dieser bedeuten 
o, und o, die Symmetrieazimute, wenn die optische Achse der 
Platte senkrecht zur Schwingungsrichtung des Pola- 
risators liegt; 

o, und o, die Symmetrieazimute, wenn die optische Achse 
parallel zur Schwingungsrichtung des Polarisators 
liegt; 

4, die aus Tab. 6 entnommene Phasendifferenz der 
Platte; 

d die ebenfalls aus Tab. 6 entnommene Plattendicke 
(in Millimeter). 


Tabelle 8 
Winkel y der Elliptizität tg w bei den Symmetrieazimuten 
y beim Symmetrieazimut 
Platte ie 4, d 
a, Ts, 04 

LI —7,7 | +77 — 17,7 +1,5’ 0,2568-2 | 4,55 
Lil 7,9 +7,7 7,9 +1,8  0,9739-20 | 3,96 
Lill — 8,2’ +8,1’ -8,8’ +8,27 0,4825-24 | 3,09 
LIV 17,8 +8,0’ +8,0° 0,8711-20 | 1,78 
LV +35 | -37 +3,5’ —3,5° | 0,0850-27 | 0,77 

+8,5’ — 8,5’ +8,3° —84° | 0,0523-2 | 3,97 


KI | +61’ | —6,2’ +6,3° | 0,1896-20 8,69 
0,3376- 


Per 
= 
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Wir haben nun die aus Tab. § folgenden Eigenschaften von 
igw mit jenen zu vergleichen, die in § 12 für die beiden Fälle 
gefolgert wurden, daß die Elliptizität der austretenden Welle 
entweder durch die optische Aktivität der Kristallplatte oder durch 
die mangelhafte „Parallelität“ des auffallenden Lichtes hervor- 
gerufen wird. 

Wie man zunächst sieht, wechselt das Vorzeichen, wenn 
man die Kristallplatte, ausgehend von einem Symmetrieazimut 
(z. B. o,), in ihrer Ebene um 90° dreht und in das nächste 
Symmetrieazimut (z. B. o,) bringt; der Betrag || bleibt dabei 
innerhalb der Beobachtungsfehler (vgl. $ 19) ungeändert und 
das gleiche gilt natürlich auch für tgw. In der Tat muß 
tg w nach $ 12 diese Eigenschaft auf jeden Fall besitzen, 
ganz gleichgültig, ob die Elliptizität durch die Aktivität der 
Kristallplatte oder durch die mangelhafte Parallelität der auf- 
fallenden Strahlung hervorgerufen wird. 

Würde die Elliptizität tg w der Welle, die aus einer parallel 
zur optischen Achse geschnittenen und in einem Symmetrieazimut 
befindlichen Quarzplatte austritt, von der Aktivität des Quarzes 
senkrecht zur optischen Achse verursacht werden, so müßte 
nach (76) der absolute Betrag von w bei allen Quarzplatten 
derselbe sein und dürfte von 4, und somit auch von der 
Plattendicke d nicht abhängen; das Vorzeichen von w müßte 
bei einer Rechtsquarzplatte das entgegengesetzte sein wie bei 
einer Linksquarzplatte, da nach (28) das Vorzeichen von k 
durch g, bestimmt ist und diese Größe für die beiden optischen 
Antipoden desselben Kristalls entgegengesetzt gleich sein muß.) 
Wie aus Tab. 8 folgt, trifft dieses Verhalten jedoch nicht zu, 
vielmehr sieht man, daß sich |w| bei den Quarzplatten (LI bis 
LV und R) mit der Phasendifferenz A, bzw. mit der Platten- 
dicke d ändert; das Vorzeichen von w ist ferner bei den links- 
drehenden Platten LI bis LV ebenfalls mit A, bzw. d veränder- 
lich, wie insbesondere die Platte LV zeigt. 

Ausschlaggebend ist schließlich, daß w bei den Kalkspat- 
platten KI und XII von Null verschieden und von derselben 
Größenordnung ist wie bei den Quarzplatten; ändert sich 


1) Dies folgt aus dem in $1 erwähnten gittertheoretischen Aus- 
druck für g,. 


N 
» 
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auch hier mit der Phasendifferenz 4, bzw. mit der Platten- 
dicke d. Eine durch die optische Aktivität der Kristallplatte 
bedingte Elliptizität müßte aber bei dem optisch nicht aktiven 
Kalkspat (k = 0) nach $ 12 auf jeden Fall verschwinden. 

Diese beobachteten Eigenschaften von tg zeigen, daß 
die schwache elliptische Polarisation des Lichtes, das bei der 
sog. „parallelen“ Beleuchtung aus einer in einem Symmetrie- 
azimut befindlichen, parallel zur optischen Achse geschnittenen 
Quarzplatte heraustritt, durch die stets vorhandene, mangel- 
hafte Parallelität (d. h. schwache Konvergenz) der auffallenden 
Strahlung hervorgerufen wird. Die Messung dieser Ellıptizität 
kann daher nicht zur Ermittlung von g, gemäß (83) benutzt 
werden; damit ist die praktische Unbrauchbarkeit der in $ 12 
besprochenen (berichtigten) Voigtschen Methode zur Messung 
von g, erwiesen. 


$23. Kritik der Weverschen Meßmethode 
Wie schon erwähnt (vgl. $ 4), hat Wever!) mittels einer 
anderen Methode als Voigt die Elliptizität A der im Innern 
des Quarzes senkrecht zur optischen Achse fortschreitenden 
Wellen zu messen versucht. 

Wever benutzte ein gleichseitiges Quarzprisma, dessen 
brechende Kante parallel zur optischen Achse lag. Ordent- 
liche und außerordentliche Welle verlaufen dann innerhalb 
des Prismas, sowie nach dem Austritt getrennt; aus der ge- 
messenen Elliptizitit der beiden austretenden Wellen hat 
Wever mittels einer Näherungsrechnung auf ihre Elliptizität 
im Innern des Prismas geschlossen. 

Aus den Ergebnissen des § 22 wird man aber folgern, daß 
die beiden aus dem Prisma austretenden Wellen infolge der 
stets unvollkommenen Parallelität des benutzten Lichtes in 
jedem Falle elliptisch polarisiert sein müssen, auch wenn das 
Prisma aus einem optisch nicht aktiven Kristall (z. B. Kalk- 
spat) besteht. Sowohl die ordentlichen als auch die außerordent- 
lichen Strahlen bilden nämlich dann im Innern des Prismas 
je ein schwach konvergentes Bündel; die Schwingungsebenen 


1) F. Wever, Jahrbuch der phil. Fakultät d. Univers. Göttingen 
1920. [2]. S. 206. 
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der Teilstrahlen eines jeden Bündels sind daher gegeneinander 
geneigt und erfahren bei der Brechung in den Außenraum 
verschieden starke Drehungen. Die beiden, aus den Prismen 
getrennt austretenden, resultierenden Strahlenbündel müssen 
somit auf jeden Fall eine von Null verschiedene Elliptizität 
besitzen. *) 

Wir konnten diesen Schluß bestätigen, indem wir den 
Weverschen Versuch mit einem Kalkspatprisma wiederholten, 
dessen brechende Kante parallel zur optischen Achse lag. 


Die benutzte Versuchsanordnung ergibt sich aus Fig. 4. K ist 
das Kollimatorrohr des in § 13 erwähnten Spektrometers, dessen 
Spalt S, mit Hilfe des in $ 14a) beschriebenen, auf die Wellen- 
länge 2 = 546 mu eingestellten Monochromators M (Fig. 2) 
beleuchtet wurde; hierbei diente als Lichtquelle die Osram- 
Nitra-Projektionslampe. Das gleichseitige Kalkspatprisma Pr 
mit parallel zur optischen Achse liegender brechender Kante 
befand sich zunächst so auf dem Spektrometertischchen, daß 


1) Man sieht leicht ein, daß diese Elliptizität Dispersion besitzen 
muß; das gleiche gilt natürlich auch für die in $ 22 besprochene, von 
4, abhängende Elliptizität tg y der Welle, die aus einer in einem Sym- 
metrieazimut befindlichen Platte austritt. In der Tat erhielten wir z. B. 
bei der Quarzplatte LI 


|y| = 7,1’ für A = 610 mu, |p] = 7,6’ für 4 = 546 mu 
und bei der Kalkspatplatte XI 

|w| = 5,2’ für 2 = 610 mu, |w| = 6,% für 2 = 546 mu. 
Der Gang der Dispersion ist derselbe wie der von Wever beobachtete. 


=, 


f 
D 
Fig. 4 
4 
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die Ablenkung des außerordentlichen Strahlenbündels e im 
Minimum war. Mit Hilfe des Okulars Ok des auf unendlich 
eingestellten Spektrometerfernrohrs F wurde das vom außer- 
ordentlichen Strahlenbündel e erzeugte Bild des Spaltes 8, 
scharf anvisiert. Infolge der starken Doppelbrechung des 
Kalkspates und der großen Dimensionen unseres Spektro- 
meters verlief das austretende ordentliche Strahlenbündel o 
ganz außerhalb des Fernrohrs 7; um es überdies gänzlich zu ent- 
fernen, wurde dem Polarisator P ein geeignetes Azimut erteilt. 

Die Intensität des erwähnten, vom außerordentlichen 
Strahlenbündel e erzeugten Bildes des Spaltes S, änderte sich, 
wenn der Analysator 4 gedreht wurde. Sıe verschwand aber 
bei keiner Stellung des Analysators vollständig; beim Minimum 
der Intensität konnte das Spaltbild vielmehr (ähulich wie bei 
den Minimalazimuten, vgl. $ 21) als schwacher „Hauch“ auf 
dunklem Grunde wahrgenommen werden. Diese unvollkommene 
Auslöschung war aber nicht etwa die Folge einer Mangelhaftig- 
keit des Analysators'), sondern der (allerdings schwachen) 
elliptischen Polarisation des austretenden außerordentlichen 
Strahlenbündels e; die geringe Intensität des Spaltbildes bei 
der Minimumstellung des Analysators 4 verschwand nämlich 
vollständig, wenn in den Gang des Strahlenbündels e unmittel- 
bar vor 4 ein weiterer Nicol N gebracht und ihm eine zu 4 
gekreuzte Stellung gegeben wurde. 

Zu demselben Ergebnis gelangten wir, wenn das ordent- 
liche Strahlenbündel im Minimum der Ablenkung beobachtet 
und das außerordentliche Strahlenbündel beseitigt wurde. 

Es folgt hieraus, daß bei der Weverschen MeBmethode 
die beiden aus dem Kristallprisma austretenden Strahlenbündel 
infolge der stets unvollkommenen Parallelität des Lichtes auf 
jeden Fall elliptisch polarisiert sind, auch wenn das Prisma 
aus einem nicht aktiven Kristall besteht; diese Meßmethode 
ist daher zur Bestimmung von g, ebenso wenig geeiynet, wie die 
Voigtsche. 

Es ist allerdings auffallend, daß Wever bei seinen beiden 
Quarzprismen für die Elliptizität der austretenden Strahlen- 
bündel übereinstimmende Werte erhielt, die zudem mit den 


1) Uber die benutzten Nicols vgl. § 14e). 
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unrichtigen Voigtschen Werten nahezu zusammenfallen. Diese 
Übereinstimmung muß wohl einem Zufall zugeschrieben werden, 
der allerdings möglich ist. Hätten wir z. B. nur die beiden 
Quarzplatten ZIII und A benutzt, um mit ihnen nach der 
berichtigten Voigtschen MeBmethode tg w zu messen, so 
würden wir (vgl. Tab. 8) ebenfalls zufällig nahezu überein- 
stimmende Zahlen erhalten haben; die mittels (76) berechneten 
Werte k hätten für diese beiden entgegengesetzt drehenden 
Platten sogar zufälligerweise auch entgegengesetzte Vorzeichen 
ergeben. 
Zusammenfassung 

Ret Aus unserer Untersuchung folgt, daß die Ergebnisse der 
von Voigt und später auf seine Veranlassung von Wever 
angestellten Beobachtungen über die optische Aktivität des 
«-Quarzes senkrecht zur optischen Achse unrichtig sind und 
durch Nebenerscheinungen (mangelhafte Parallelität des Lichtes) 
vorgetäuscht waren; die Theorie der Voigtschen Meßmethode 
enthielt außerdem einen Fehler, der auf jeden Fall unrichtige 
Resultate zur Folge haben mußte. 

Die von uns nach einer anderen Methode ausgeführten 
Messungen zeigen, daß die Komponente des Gyrationstensors 
senkrecht zur optischen Achse bei «-Quarz verschwindend klein 
ist; die Gyrationsfläche ist daher bei a-Quarz ein sehr gestrechtes 
Rotationsellipsoid mit verschwindend kleinem Aquatordurchmesser. 


Diese Untersuchung wurde zum Teil mit Mitteln aus- 
geführt, die uns von der Helmholtz-Gesellschaft, sowie von der 
Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft zur Verfügung 
gestellt wurden; beiden Körperschaften gestatten wir uns, auch 
an dieser Stelle unseren verbindlichsten Dank auszusprechen. 


Münster i. W., Physikalisches Institut der Universität, 


Februar 1929. 
(Eingegangen 19. Februar 1929) 
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Messungen des Brechungsexponenten von Wasser 
zwischen 23 und 73 cm Wellenlänge 


ip Von Ernst Frankenberger 
(Mit 4 Figuren) 


Aus Messungen, deren Ergebnis in einer früheren Arbeit ') 
veröffentlicht wurde, ergab sich, daß reines Wasser bei Wellen 
von 50—60 cm Länge keine anomale Dispersion zeigt. Da- 
gegen wurde in einer Salzlösung (Natriumsilikat) ebenso wie 
in dem früher benutzten, nicht genügend gereinigtem Wasser 
anomale Dispersion gefunden. Durch welche Beimengungen 
die anomale Dispersion hervorgebracht wird, ist bisher noch 
nicht gelungen aufzuklären, infolgedessen sind auch die Ge- 
setze der Dispersionsbanden noch unerforscht. Als Grundlage 
für weitere Untersuchungen habe ich in der folgenden Arbeit 
zunächst den Brechungsexponenten des reinen Wassers in einem 
größeren Wellenbereich vermessen. j 


Die Apparaturen 


Für die Messungen von 37—73 cm Wellenlänge wurde 
dieselbe Apparatur (I) benutzt, die bereits in der oben er- 
wähnten Veröffentlichung beschrieben und auf Taf. VI ab- 
gebildet ist. Für die Messungen von 10—37 cm wurde eine 
neue Meßanordnung (II) gebaut, deren Aufbau an Hand der 
Fig. 1 beschrieben werden soll. 

An drei 3 cm starken Eisenbolzen, die in der Wand ein- 
gegipst wurden, war ein 4cm dickes Grundbrett @ angeschraubt. 
Dieses Brett trug oben und unten einen Eichenklotz X, an 
dem die Lecherschen Drähte D befestigt wurden. Am oberen 
Klotz befand sich die Vorrichtung Sp, mit der die Drähte 
gespannt werden konnten. 


1) Ann. d. Phys. [4] 82. S. 394. 1927. 


4, 


Messungen des Brechungsexponenten von Wasser usw. 949 


nz bestanden aus Phosphorbronze, hatten einen Durch- 
messer von 0,6 mm und einen Abstand von 4,5 mm. Zur 
Begrenzung der stehenden Schwingung dienten zwei runde, 
polierte Metallplatten von 4,5 cm Durchmesser. Die obere 
bestand aus Messing, die untere aus Phosphorbronze. Da 


Fig. 1 


nämlich ein Teil der Drähte und die untere Brücke in das 
Wasser bzw. die Lösungen getaucht wurden, mußte man sie, 
um eine Zerstörung ihrer Oberfläche durch Elektrolyse zu 
vermeiden, aus gleichem Material herstellen. Die obere 
Brücke B, war an einem Holzklotz befestigt, der sich auf 
dem Grundbrett zwischen Leisten parallel zu den Drähten 
verschieben und an jeder Stelle festschrauben ließ. Die untere 
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Brücke B,, die man auf der Fig. 1 im oberen Teil des zur 
Aufnahme der Flüssigkeiten dienenden Glasgefäßes sieht, war 
an einem besonders stabil ausgeführten Schlitten mit zwei 
Glasstäben befestigt und konnte mit einer Mikrometer- 
schraube M auf '/,,, mm genau verschoben werden. Da die 
Glasstäbe 11 mm dick und nur 25 cm lang waren, wurde eine 
besondere Führung zur Vermeidung eines seitlichen Aus- 
weichens der unteren Brücke überflüssig. Auch bei dieser 
Meßanordnung diente als Indikator ein Thermokreuz, das auf 
der oberen B,-Brücke befestigt war. Es wurde mit einem 
Panzergalvanometer von Siemens & Halske verbunden. Die 
Empfindlichkeit dieses Instrumentes betrug 10® Volt bei 
einem Widerstand von 20 Ohm, einem Skalenabstand von 2 m 
und einer Schwingungsdauer von 4 Sek. 

Zur Schwingungserzeugung wurden drei verschiedene Er- 
reger benutzt, deren Abmessungen und Wellenbereiche man 
aus der Tab. 1 entnehmen kann. Bei allen Oszillatoren wurde 
die eine Elektrodenschraube mit einem Kugelgelenk versehen, 
damit es möglich wurde, die Elektroden genau parallel ein- 
zustellen. 


Tabelle 1 
Elektroden- Radius des Wellen- 
Nr. durchmesser | Kondensators bereich benutzt in 
mm | mm | cm | 
1 5,5 23 40—72 App. I 
2 4,0 18 22—40 APP. Iu. ll 
3 4,0 | 10 10— 22 pp- II 


Die Ausführung der Messungen geschah im wesentlichen 
ebenso, wie ich es in meiner Dissertation auf S. 398 be- 
schrieben habe. Jedoch wurde, um die Dauer der Messungen 
abzukürzen, nicht jedesmal der Abstand der Brücken in der 
Resonanzlage mit dem Kathetometer gemessen, sondern meist 
aus der letzten Kathetometrierung und der mit der Mikro- 
meterschraube gemessenen Verschiebung der unteren Brücke 
berechnet. Es setzte dies voraus, daß das Grundbrett der 
Apparatur seine Länge unverändert beibehielt. Da die Feuchtig- 
keit nicht in das schellackierte Holz eindringen konnte und 
die Temperatur des Zimmers von einem Thermostaten kon- 
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stant gehalten wurde, war diese Bedingung genügend erfüllt, 
wie auch die Übereinstimmung der Berechnung mit gelegent- 
lich zur Kontrolle angestellten Kathetometrierungen zeigte. 
Bei der Aufnahme der wenig gedämpften Resonanzkurven in 
Luft wurde dem Panzergalvanometer ein Shunt parallel ge- 
schaltet, der dann beim Durchmessen der stärker gedämpften 
Resonanzkurven in Wasser entfernt wurde. So war es möglich, 
die Maxima der Kurven in Wasser mit annähernd derselben 
Genauigkeit zu bestimmen, wie die in Luft. Von der Wellen- 
länge 35 cm abwärts wurde der zweite Abschnitt in Wasser 
nicht mehr gemessen; die Genauigkeit der Bestimmung des 
zweiten Resonanzmaximus in Wasser ist nämlich bei diesen 
kurzen Wellen wegen der kleinen Intensität so gering, dab 
der zweite Abschnitt nicht mehr zur Verbesserung des ersten 
Abschnitts herangezogen werden kann. 


4 a Die Genauigkeit der Messungen 


Als in der bei meinen früheren Messungen benutzten 
Apparatur neue Drähte und ein neues Thermoelement ein- 
gesetzt waren, erhielt ich bei etwa 60 cm Wellenlänge 9,011 
als Mittelwert des Brechungsindex von reinem Wasser gegen 
den bei den früheren Messungen bei derselben Wellenlänge 
gefundenen Wert 8,975. Der Unterschied beträgt fast 4 Pro- 
mille. Ähnliche, zum Teil noch größere Abweichungen zeigen 
die Zahlen der verschiedenen Autoren, die nach der zweiten 
Drudeschen Methode gearbeitet haben. Hieraus geht hervor, 
daß bei dieser Methode systematische Fehlerquellen auftreten, 
die bisher noch nicht erkannt sind. Als Ursachen solcher 
Fehler können die folgenden drei in Betracht kommen: 

1. Der Einfluß der Reststrahlung auf die Resonanz- 
einstellung, 

2. die Fehler bei der Bestimmung der Brückenverkürzung, 

3. die verschiedene Beschaffenheit der Drahtoberfläche. 

1. Aus den Resonanzkurven kann man nur dann die 
Wellenlänge bestimmen, wenn sie ganz symmetrisch sind. 
Unsymmetrie tritt ein, entweder, wenn der Oszillator mit dem 
Erreger zu eng gekoppelt ist, oder wenn der Restausschlag Br _ 
zu groß ist. Der Restausschlag wird hauptsächlich dadurch Eu 
hervorgerufen, daß der Erreger in dem Lechersystem eine — 
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Schwingung direkt anstößt. Diese Schwingung hat in der 
Nähe der Resonanz nahezu dieselbe Frequenz wie die des 
Oszillators und eine von der Stellung der Brücke nahezu 
unabhängige Phasendifferenz gegen sie. Dagegen ändert die 
von der Oszillatorschwingung in dem Lechersystem induzierte 
erzwungene Schwingung, wenn man das Maximum der Reso- 
nanzkurve passiert, ihre Phasendifferenz sehr schnell um nahezu 
180°. Diese Phasenänderung bewirkt, daß die direkte Welle 
sich auf der einen Seite der Resonanzkurve zu der Schwingung 
des Lechersystems addiert, auf der andern subtrahiert, d. h. 
die Resonanzkurve wird schief. Den Restausschlag macht 
man dadurch klein und unschädlich, daß man den Erreger 
weit genug von den Drähten entfernt. Ferner muß man die 
Galvanometerleitungen in der Nähe der Apparatur in Metall- 
röhren verlegen, damit in ihnen keine Schwingungen induziert 
werden können. 

2. Große Sorgfalt legte ich auf die Bestimmung der 
Brückenverkürzung. Diese rührt bekanntlich davon her, daß 
ein Teil der Selbstinduktion des Schwingungskreises in den 
Brücken liegt. Deshalb ist der Abstand der Brücken in der 
Resonanzlage etwas kleiner als eine halbe Wellenlänge. Der 
Unterschied gegen diese ist die Summe der beiden Brücken- 
verkürzungen. Ich machte die Brückenverkürzungen dadurch 
klein, daß ich den Abstand der Lecherschen Drähte klein 
hielt (0,45 cm) und als Brücken große, polierte Metallplatten 
verwendete. Die Plattenbrücken bringen zugleich noch den 
Vorteil mit sich, daß infolge der fast vollkommenen Reflexion 
der Wellen an ihnen die hinter den Brücken noch vorhandenen 
Drahtabschnitte nicht, wie bei unvollständiger Reflexion, die 
Resonanzstelle beeinflussen. Die Brückenverkürzung wird 
folgendermaßen bestimmt. Man mißt die Abstände der Brücken 
in den Resonanzlagen a, und a,, bei einem und bei zwei Ab- 


schnitten zwischen ihnen. Es ist dann: ere. 
a,=i—d, 


wo d die Summe der beiden Brückenverkürzungen bedeutet. 
Daraus berechnet sich d: 


a 
| 
) 
| d=a, — 2a,. 
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Man kann also nur die Summe der Verkiirzungen der beiden 
Briicken messen. Wie sich diese auf die einzelnen Briicken 
verteilt, ist nicht ohne weiteres bekannt. Im allgemeinen sind 
die Verkürzungen der beiden Brücken verschieden groß. Die 
Anwesenheit des Thermokreuzes auf der oberen Brücke hat 
einen der Verkürzung entgegenwirkenden Einfluß auf die 
Resonanzlage, ja das Thermokreuz kann geradezu eine nega- 
tive Brückenverkürzung, eine „Brückenverlängerung“, der Ab- 
schnitte hervorrufen. Das rührt davon her, daß das Thermo- 
kreuz auf kurzen Säulchen aufgelötet ist und so einen Neben- 
schluß bildet, an welchem schon eine teilweise Reflexion statt- 
findet. Es wirkt deswegen so, als ob die obere Brücke ein 
wenig vorgeschoben wäre. In den von mir benutzten Appa- 
raturen war d immer negativ (Briickenverlingerung). Sie betrug 
nur wenige zehntel Millimeter. In der Tab. 2 sind die für d 
gefundenen Werte in der zweiten Kolonne aufgeführt. Man 
sieht, daß sie sich bei den Wellenlängen 64, 55, 47 und 37 cm, 
sprungweise ein wenig ändern. An diesen Stellen wurden 
neue Drähte und ein neues Thermokreuz in die Apparatur 
eingesetzt. Außerdem steigt der Wert von d langsam mit 
wachsender Wellenlänge. Die Tatsache, daß d negativ ist, 
. läßt vermuten, daß die Verkürzung der unteren Brücke nur 
klein ist. Die Kenntnis der Verkürzung der einzelnen Brücken 
hat man nötig, wenn man die Lage des Strombauchs an der 
unteren Brücke, in die der Wasserspiegel eingestellt werden 
muß, genau bestimmen will. Im folgenden werde ich als 
ersten Abschnitt den Abstand zwischen der Lage der unteren 
Brücke im ersten Resonanzmaximum in Wasser und dem in 
der Nähe des Wasserspiegels liegenden Strombauch bezeichnen, 
als zweiten Abschnitt den halben Abstand zwischen dem 
zweiten Resonanzmaximum in Wasser und dem in der Nähe 
des Wasserspiegels liegenden Strombauch. Bei dem großen _ 
Brechungsexponenten von Wasser bringen selbst kleine Un- 
genauigkeiten in der Bestimmung der Lage dieses Strombauches 
große Fehler mit sich. Ich habe die Verkürzung der unteren 
Brücke folgendermaßen bestimmt: Ich setzte auf die untere 
Brücke ein Thermokreuz, das die gleichen Abmessungen hatte 
wie das Thermokreuz auf der oberen Brücke. Die gesamte 
Brückenverlängerung d, die vorher 0,47 mm betragen hatte, 
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stieg hierdurch auf 1,04 mm an. Da bei diesem Versuch die 
beiden Brückenverlängerungen als gleich angenommen werden 
können, nämlich zu 0,52 mm, so ergibt sich für die Verkürzung 
der bei den Messungen gebrauchten unteren Brücke für die 
längeren Wellen in Luft der Wert 0,05 mm. Eigene Beob- 
achtungen und solche von Weichmann haben gezeigt, daß 
der die Abschnitte verkürzende bzw. verlängernde Einfluß 
der Brücken bzw. des Thermokreuzes mit abnehmender 
Wellenlänge abnimmt. Bei den kürzeren Wellen ist also 
die Brückenverkürzung in Luft noch etwas kleiner als 
0,05 mm. Die Verkürzung der unteren Brücke in Wasser 
habe ich, wie aus der oben gegebenen Definition hervorgeht, 
vernachlässigt. Die Länge der Abschnitte in Wasser beträgt 
nur ungefähr ein Neuntel von denen in Luft. Ich nehme an, 
daß sich die Brückenverkürzung entsprechend verkleinert. Der 
Einfluß einer falschen Einstellung des Wasserspiegels auf die 
Länge der Abschnitte habe ich bei einer Wellenlänge in Luft 
von 54,27 cm experimentell untersucht. Zunächst wurde der 
Wasserspiegel an die berechnete Stelle (0,05 mm unter das 
Resonanzmaximum) eingestellt und die Länge der Abschnitte 
in Wasser bestimmt. Dann wurde so viel Wasser abgelassen 
bzw. hinzugegeben, bis der Wasserspiegel 1, 2 und 4 mm unter 
oder über dem Strombauch stand, und jedesmal die Länge 
der beiden ersten Abschnitte in Wasser gemessen. Das Er- 
gebnis zeigt die Fig. 2. Die Kreuze bedeuten die für den 
ersten, die Kreise die für den zweiten Abschnitt gefundenen 
Werte. Die senkrechten Striche bedeuten die Unsicherheit 
der Messungen. Innerhalb der Fehlergrenzen lassen sich die 
Punkte durch Kurven verbinden, die den Gleichungen 
y, = 0,25 x + 0,06 2°? (punktierte Kurve) erster Abschnitt 
y, = 0,50 x + 0,09 2° (ausgezogene Kurve) zweiter Abschnitt 
genügen. Dabei ist die Verschiebung des Wasserspiegels z 
vom Wendepunkt der Kurven an gerechnet. Dieser Wende- 
punkt liegt wahrscheinlich deshalb 0,35 mm unter dem be- 
rechneten Strombauch, weil das Wasser infolge der Kapillarität 
an den Drähten hochgezogen wird. Man kann aus der Fig. 2 
folgende Ergebnisse ablesen: 
a) Man ist berechtigt, die Verkürzung der unteren Brücke 
in Wasser zu vernachlässigen, denn die Abschnitte in Wasser 
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sind gleich, wenn der Wasserspiegel in der Nähe des Strom- 
bauchs steht. 

b) Der zweite Abschnitt in Wasser wird durch die fehler- 
hafte Einstellung des Wasserspiegels stärker beeinflußt als 
der erste Abschnitt. Dies Ergebnis stimmt mit dem Resultat 
einer Rechnung von Heim!) überein. a 


dann zu einem merkbaren Fehler, wenn die Wasseroberfläche 
um rund ein halbes Prozent eines Abschnittes in Luft über 
oder unter dem Strombauch steht, und zwar ist über dem 
Strombauch die Grenze etwa 1 mm, darunter etwa 1,5 mm. 
Einzelne Beobachtungen zeigten, daß Fasern von Papier 
oder anderen Stoffen, die vom Trocknen des Gefäßes her- 
rührten und auf der Oberfläche des Wassers schwammen, die 
Längen der Abschnitte stark beeinflussen können, wenn sie 


1) W. Heim, Ztschr. f. Hochfrequenztechnik 30. S. 160 u. 176. 1927. 
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sich im Strombauch an die Drähte ansetzen. Dieser Effekt 
läßt sich, wenigstens zum Teil, durch die Verzerrung der 
Wasseroberfläche infolge der Oberflächenspannung erklären. 

3. Heim!) rechnet aus, daß bei seiner Apparatur eine 
Oxydschicht von nur 0,74-10-*mm Dicke einen Fehler in 
der Bestimmung des Brechungsindex von 0,5 Promille hervor- 
r, rufen kann und zwar wird der Wert zu klein gefunden. Um 
_ einer Oxydation der von mir benutzten Drähte vorzubeugen, 

habe ich viermal im Verlauf der Messungen neue Drähte in 
die Apparaturen eingezogen. Merkwürdigerweise zeigte sich, 
daß während der allerdings kurzen Zeit der Benutzung mit 
zunehmendem Alter der Drähte keine Änderung des gemessenen 

Brechungsindex beobachtet wurde, wohl aber erhielt man für 

jeden Draht von Anfang an einen etwas anderen Wert. In 

Fig. 3 sind die für Wasser im Bereich von 73 bis 23 cm ge- 

fundenen Brechungsexponenten eingetragen. Man sieht deut- 
lich an den Stellen 64, 55, 47 und 37 cm, an denen die 
_ Drahte gewechselt wurden, Sprünge im Brechungsexponenten. 
Es wurde die Beobachtung gemacht, daß die Drähte, die vor 
dem Einspannen am stärksten im Zieheisen ausgezogen wurden, 

_ meist die niedrigsten Werte des Brechungsexponenten lieferten. 
® Demnach scheint die Drahtoberfläche einen Einfluß auf 
. die Länge der gemessenen Abschnitte zu haben, auch wenn 
sie nicht mit einer Oxydschicht bedeckt ist. 

Die beiden ersten besprochenen Fehlerquellen, nämlich 
den Einfluß des Restausschlages auf die Resonanzstellung und 
die ungenaue Bestimmung der Brückenverkürzung, lassen sich 
völlig vermeiden. Dagegen ist es nicht möglich, den Einfluß 
der Drahtoberfläche auszuschalten. Wie bereits in meiner 
Dissertation auf S. 404 gezeigt ist, betragen die durch un- 
genaue Längenmessungen hervorgerufenen Fehler des Bre- 
_ chungsindex von 70 bis 40 cm etwa 1 Promille. Unter 35 cm 
wurde nur noch der erste Abschnitt in Wasser gemessen. Der 
absolute Fehler der Längenmessungen ist trotzdem ungefähr 
der gleiche. Wegen der Kleinheit der Abschnitte nimmt jedoch 
der relative Fehler zu, und zwar bis etwa 2,5 Promille. Über 
diese zufälligen Fehler überlagert sich der systematische Fehler, 
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der durch die verschiedene Beschaffenheit der Drahtoberfläche 
hervorgerufen wird. Der mögliche systematische Fehler in 
der Bestimmung des Brechungsindex von Wasser scheint etwa 
3 bis 3,5 Promille erreichen zu können. wey 6 


Die Dispersionsmessungen an Lösungen ro x 
In meiner früheren Arbeit!) wurde anomale Dispersion 
in einer Natriumsilikatlösung gefunden. Um das Zustande- 
kommen und die Gesetze der Banden anomaler Dispersion zu 
klären, stellte ich mir von dem inzwischen neu bezogenen 
Salz eine !/,,-Normallösung her und gab von dieser Lösung 
so viel zu destilliertem Wasser zu, bis dessen Leitfähigkeit, 
die vorher 2-10”° betragen hatte, auf 17-10-° anstieg. Es 
zeigte sich jedoch, daß jetzt keine anomale Dispersion vor- 
handen war. Es lag deshalb die Vermutung nahe, daß die 
früher gefundene anomale Dispersion von Verunreinigungen 
des Salzes oder von kolloidalen Teilchen der Lösung hervor- 
gerufen worden war. Ich untersuchte im Wellenbereich 
zwischen 50 und 60 cm 
your 1. eine kolloidale Kieselsäurelösung, 
ad 2. eine Lösung von Na,Si,O, + 2 H,0, 7 
3. eine Lösung von Na,Si0, +6H,O und 
4. verdünnte Natronlauge. 
Auch bei diesen vier Lösungen konnte keine Bande anomaler 
Dispersion gefunden werden. Zwar waren die Abweichungen 
der gemessenen Brechungsexponenten von ihrem Mittelwert, 
der mit dem des reinen Wassers übereinstimmte, größer als 
bei destilliertem Wasser. Da sie jedoch nur selten die Fehler- 
grenze überschritten, konnte keine eindeutige Kurve erhalten 
werden. Nur in sehr unreinem Wasser, mit dem in Halle ge- 
arbeitet war, wurde ein kleiner, aber deutlicher Streifen ge- 
funden. Es war jedoch nicht möglich, die wirksame Substanz 
zu ermitteln. Ich untersuchte jetzt zunächst, ob der Brechungs- 
exponent des reinen Wassers auch bei kürzeren Wellen seinen 
konstanten Wert beibehält, um damit zu entscheiden, ob auch 
die übrigen von Rukop?) und Weichmann?) gefundenen 
Banden einer Verunreinigung des Wassers zuzuschreiben sind. 
1) a. a. O. S. 401. 
2) H. Rukop, Ann. d. Phys. 42. S. 489. 1913. 
8) R. Weichmann, Ann. d. vo 66. S. 501. 1921. 
Annalen der Physik. 5. Folge, . 
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Es wurde der Brechungsexponent von destilliertem Wasser 
der Leitfahigkeit x = 2-10—® bei 73 verschiedenen Wellenlängen 
im Bereich von 23 bis 73 cm gemessen. Die Ergebnisse sind 
in der Fig. 3 und der Tab. 2 eingetragen. Es ist bereits oben 
erklärt worden, daß die Sprünge des gemessenen Brechungs- 
exponenten bei den Wellenlängen 64, 55, 47 und 37 cm wahr- 
scheinlich durch die verschiedene Oberflächenbeschaffenheit 
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Fig. 3 


der verwendeten Drähte hervorgerufen sind. Für die einzelnen 
Drähte ergeben sich im Mittel folgende Werte: 


Wellenlänge n 

64—73 cm 8,999 
55—64 cm 9,024 
47—56 cm 8,995 
37—47 cm 9,006 
23—37 cm 9,017. 


Auch bei Wellen von 10 bis 23 cm Länge wurden Mes- 
sungen des Brechungsexponenten von Wasser angestellt. Es 
ergaben sich hier sehr stark schwankende Werte, wie Fig. 4 
zeigt. Man könnte denken, daß hier zwei Streifen anomaler 
Dispersion vorligen. Als ich aber den Durchmesser der 
Brücken, der bei den Versuchen der Fig. 4 4,5 cm betrug, 
auf 2,5 cm verkleinerte und die Messungen wiederholte, erhielt 
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Tabelle 2 
A d Ny Ny 7 
cm cm cm | cm cm | cm 
j 
73,404 0.049 8,178 8,976 18,1 | 8,998 
71,444 0,049 7,940 8,998 172 | 9,002 
71,712 | 0,049 7,968 9,000 17,2 | 9,004 
70,706 0,049 7,860 8,995 172 | 8,999 
69,200 0,048 7,684 9,005 16,9 | 9,008 
68,584 0,048 7,616 9,005 17,0 9,005 
67,812 0,048 7,538 8,996 16,9 | 8,99 
66,802 0,048 1,434 8,986 17,9 | 9,004 
65,782 0,048 7,338 8,964 18,6 8,996 
64 862 0,047 7,238 8,961 18,5 | 8,991 
64,040 0,047 7,146 8,962 18,5 8,991 
63,874 0,047 7,120 8,972 18,5 | 9,002 
63,865 0,043 7,080 9,019 17,6 | 9,031 
63,482 0,042 7,076 8,971 19,9 9,029 
62,614 0,042 6,968 8,986 18,6 9,018 
61,942 0,042 6,880 9,003 18,1 | 9,025 
60,832 0,042 6,740 9,025 17,1 | 9,027 
58,286 0,041 6,450 9,036 16,4 ° | 9,024 
55,102 0,041 6,118 9,006 17,6 9,018 
54,722 0,041 6,076 9,006 17,7 9,020 

56,518 0,037 6,282 8,996 17,3 9,002 
54,308 0,037 6,048 8,979 18,1 9,001 
53,896 0,037 5,982 9,001 17,2 9,003 
53,488 0,036 5,980 8,944 19,6 8,996 
53,022 0,036 5,926 8,947 19,1 8,989 
52,282 0,036 5,848 8,940 19,1 8,982 
51,810 0,036 5,780 8,961 19,0 9,001 
51,154 0,035 5,714 8,952 19,1 8,994 
50,404 0,035 5,626 8,959 18,8 8,995 
49,932 0,034 5,576 8,954 18,9 8,992 
49,572 0,034 5,532 8,960 18,9 8,999 
48,992 0,034 5,478 8,943 18,8 8,980 
48,654 0,034 5,480 8,861 19,0 | 9,001 
48,236 0,034 5,391 8,947 18,9 8,985 
47,760 0,033 5,340 8,944 19,0 8,984 
47,320 0,034 5,276 8,968 18,9 9,006 
46,454 0034 5,160 9,002 17,2 9,004 
45,770 0,033 5,088 8,996 17,1 | 8,998 
45,356 | 0,033 5,038 9,002 17,1 | 9,004 
44,872 | 0,032 4,987 8,996 17,2 9,000 
44,014 | 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


d Ny %7 
cm em | em cm em cm 
43,436 | 0,032 4,830 8,993 17,5 9,008 
42,480 0,082 4,724 8,992 17,7 9,006 
42,604 0,032 4,742 9,001 17,5 9,011 
41,380 0,031 4,588 9,012 17,6 9,024 
41,130 0,031 4,570 9,000 17,1 9,002 
40,778 0,031 4,526 9,009 17,1 9011 
40,292 0,031 4,476 9,002 17,2 9,006 
40,36 0,031 4,442 9,013 16,8 9,009 
39,668 0,030 4,406 9,003 17,4 9,011 
39,222 0,030 4,360 8,996 17,5 9,006 
38,696 0,030 2,300 8,997 17,3 9,005 
38,152 | 0,030 4,236 9,006 17,8 9,012 
37,752 | 0,080 4,192 9,005 17,2 9,009 
37,292 0,030 4,144 9,000 112 9,004 
36,734 0,030 4,080 9,003 17,2 | 9,007 
36,280 0,037 | 4,020 9,024 17,3. | 9,080 
35,664 0,036 | 8,950 8,028 17,0 9,028 
35,320 0,036 3,914 9,023 17,1 9,025 
34,832 0,036 3,870 9,000 17,4 9,008 
34,388 0.085 | 8,826 8,993 17,6 | 9,005 
33,966 0,035 3,778 8,990 18,0 | 9,010 
38,426 0,085 3,728 8,966 18,0 8,986 
31,264 0,035 3,466 9,020 17,0 9,020 
30,978 0,034 3,424 9,047 16,1 9,029 
30,392 0,034 3,376 9,002 17,7 9,016 
29,746 0,034 3,180 9,039 17,5 9,049 
28,380 0,034 3,154 9,999 17,9 9,017 
27,442 0,0838 | 3,050 8,997 17,6 9,009 
26,648 0,033 | 2,946 9,045 16,3 9,031 
25,972 0,032 | 2,882 9,012 17,0 9,012 
24,887 | 0,032 2,761 9,018 170 | 9,018 
23,864 | 0,082 2,647 9,015 1138 | 9,021 


ich eine Kurve von anderer Gestalt. Hieraus ist zu schlieBen, 

‚= daß Resonanzschwingungen der Brücken, deren Dimensionen 
Eat ja mit der Wellenlänge vergleichbar sind, die Resultate ge- 
fälscht haben. Man kann also aus meinen Messungen leider 
keine bestimmten Schlüsse auf die Dispersion des Wassers 
ziehen. Es sei aber daran erinnert, daß Eckert!), der mit 


1) F. Eckert, Dissertation Berlin 1912; Verh. d. D. phys. Ges. 15. 
S. 307. 1918. 
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freien Wellen, also auch ohne resonanzfähige Brücken gemessen 
hat, ‘in der Tat zwischen 10 und 20 cm in Wasser eine Ab- 
sorptionsbande fand. Ein Versuch, den Einfluß der Brücken 


Acm 


l 
% 


l 
a 
° 


4 


3000 


durch Variieren des Brückendurchmessers zu studieren, schei- 
terte daran, daß wegen unvollständiger Reflexion der kleinen 
Brücken die Resonanzkurven verzerrt wurden. 
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Zusammenfassung 

1. Es wird eine Apparatur beschrieben, mit der es mög- 
lich ist, elektrische Brechungsexponenten bis zu 23 cm herab 
zu messen. 

2. Es wird gezeigt, daß bei Messungen nach der zweiten 
Drudeschen Methode die Oberflächenbeschaffenheit der Drähte 
systematische Fehler in der Bestimmung des Brechungs- 
exponenten bis zuetwa 3 Promille bei Wasser hervorrufen kann. 

3. Der Brechungsexponent des reinen Wassers erwies sich 
in dem Bereich zwischen 23 und 73 cm als ganz konstant. 

4. Stark verdünnte Lösungen von Na,Si,O, + 2H,0, 

: Na,SiO, + 6H,O, von verdünnter Natronlauge und von einer 
kolloidalen Kieselsiurelésung zeigten zwischen 50 und 60 cm 
Wellenlänge ebensowenig eine Dispersion wie ganz reines 
Wasser. 


Ich danke Hrn. Prof. Dr. Mie für sein Interesse und seine 
Ratschläge bei der Durchführung dieser Arbeit. Ebenso danke 
ich Hrn. Dr. Fleitmann für die Herstellung und Überlassung 
der kolloidalen Kieselsäure. 


(Eingegangen 7. März 1929) 
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(Mit 5 Figuren) 

In dem im Jahre 1926 geschriebenen Handbuchartikel 
über Kanalstrahlen ist die Abklingkonstante leuchtender Atome 
von dem Begründer der dort beschriebenen Meßmethode, 
W. Wien, noch als charakteristische Eigenschaft des leuchtenden 
Trägers dargestellt, die für alle von ihm ausgesandten Linien 
denselben Wert habe. Die seitherige Vermehrung des Beob- 
achtungsmaterials hat diesen Standpunkt durchbrochen: im 
Spektrum der Erdalkalien fand Kerschbaum!) verschiedene 
Abklingzeiten für verschiedene Funkenlinien des Sr- und des 
Ba-Atoms; die letzte Untersuchung von W. Wien?) in diesem 
Gebiet ergab für die Lymanserie des Wasserstoffs eine andere 
Konstante als die der Balmerserie. Innerhalb beider Serien 
bestätigte dagegen sowohl die genannte Messung als eine genaue 
Nachprüfung von Port?) an der Balmerserie die vollständige 
Konstanz der Abklingzeiten. 

Wenn nun auch die eigentliche Bedeutung dieser Zahl 
für unsere Kenntnis des atomaren Leuchtvorgangs nicht recht er 
geklärt ist, und dieselbe etwas zusammenhangslos neben dn 
von der Quantentheorie beherrschten Gesetzmäßigkeiten steht, 
so handelt es sich doch allem Anschein nach um eine echte 
Konstante des Leuchtvorgangs, deren erweiterte Kenntnis Auf- a) ) 
schlüsse erhoffen läßt. Wir teilen daher im folgenden Messungen _ | 
an den stärkeren photographisch gut wirksamen Linien des ar “ : 
He-Spektrums mit, soweit sie mit einer Glasoptik beobacht- _ 
bar sind. 


2) w. Wien, Ann. d. Phys. 83. 8. 1. 1927. 
3) J. Port, Ann. d. Phys. 87. S. 581. 1928. 
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Apparate, Die Versuchstechnik dieser Messung, die bereits 
in die Handbücher der Physik übergegangen ist, ist so häufig 
beschrieben, daß ein Hinweis auf die Quellen!) genügt. Pumpe, 
Kavalstrablröhren und Stromerzeugung sind bereits in früheren 
Veröffentlichungen?) der Verfasser beschrieben und seither 
nicht wesentlich geändert. Wir beschränken uns daher auf 
die Angabe folgender Besonderheiten. 

Die Gaszuführung bestand aus zwei Kapillaren, die eine 
für das in 98—99 Proz. Reinheit von der Gesellschaft für 
Lindes Eismaschinen bezogene Helium, die andere für den 
in genau dosierten Mengen von 4—10 Proz. beigemischten 
Sauerstoff. Die Beimengung ist notwendig um übermäßige 
Zerstiubung der Kathode und daraus entstehende Betriebs- 
störungen zu verhindern, die genaue Dosierung um die im 
Spektrum auftretenden 0*-Linien nicht zu stark werden zu 
lassen. Beide Gase vereinigen sich in einem Trockengefäß 
über P,O, und werden durch eine Quecksilbergefrierfaile dem 
Entladungsrohr zugeführt. 

Der Kanalstrahl hat die Form einer schmalen Lamelle 
von 2,5—3 mm Tiefe und wird von der Schmalseite anvisiert. 
Ein Kondensor von 8 cm Brennweite wirft sein Bild in die 
Ebene des weitgeöffneten Spektrographenspaltes; ein großes 
Steinheilprisma, welches das Licht des Objektivs von 25 cm 
Brennweite voll aufnimmt, entwirft das Spektrum mit einer 
mittleren Dispersion von 100 Ä/cm auf die photographische 
Platte. Als Plattensorte wurde nur Hauff-Flavin verwendet. 
Diese Anordnung gibt so genügende Lichtstärke, daß Expositionen 
über 2 Stunden nur in Ausnahmefällen vorkamen; die Linien 
sind ausreichend scharf, aber deutlich gekrümmt, so daß eine 
Längsphotometrierung mit dem K och schen Registrierphotometer 
nicht möglich war. Die Linien wurden daher mit dem gleichen 
Instrument aber ohne Registriergang punktweise in Abständen 
von 0,4 mm der Platte ausgemessen. 

Beispiele: In Fig. 1 ist eine Zusammenstellung solcher 
Meßreihen in Kurvenform wiedergegeben; die Ordinaten sind 
Photometerausschläge, die Abzsisseuentfernungen entlang dem 


1) Vgl. z.B. W. Wien, Ann. d. Phys. 30. S. 349. 1909; 60. S. 597. 


1919; 66. S. 229. 1921. 
2) R. Döpel und R.v. Hirsch, Ann. d. Phys. 82. S. 16. 1927. 
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Strahl in willkürlicher Einheit. Da nach dem Hartmann- 
schen Schwärzungsgesetz bei gleichen Expositionszeiten die 
Logarithmen der Intensität den Schwärzungen!) und diese den 
Ausschlägen des Photometers?) proportional sind, so müssen 
die nach dem Gesetz 


time 
abklingenden Linien in diesem Maßstab Gerade ergeben, deren 


Neigung die Größe —; also bei bekannter Geschwindigkeit v 
die Abklingkonstante @ mißt. Der Proportionalitätsfaktor, 


x x x Malte 6220 A 4472 x x x Platte 686 A 444 
643 C 3889 0o00 664 BET 
+++ 655 4121 655 3965 


| 
Fig. 
welcher den Logarithmus der Intensität mit dem Photometer- 


ausschlag ern wurde mittels eines Doppeifeldes*) gemäß 
der Gleichung 


J, — emASs 


bestimmt und innerhalb der Ausschlaggrenzen 30 und 60 kon- 
stant gefunden. Bei der Verwertung der Kurven sind daher 


alle Ausschläge über 60 und unter 30 als unbrauchbar aus- _ a 
geschieden; ebenso alle Zahlen, die Abständen von weniger 
als 1,5 mm von der Austrittsöffnung des Strahls aus der “4 


1) Vgl. J. Stark, Ann. d. Phys. 35. S. 461. 1911. 


2) P. P. Koch, Ann. d. Phys. 39. S. 735. 1912. yo 
oe 3) J. Stark, Ann. d. Phys. 35. S. 481. 1911. 
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Störungen!) auftreten. Durch die brauchbaren Meßpunkte sind 
dann mit dem Lineal gerade Linien gezogen und deren Neigungen 
abgelesen. Wo nicht genügend Punkte innerhalb des vor- 
geschriebenen Schwärzungsbereichs lagen oder die Meßpunkte 
zu stark streuten oder endlich die Kurve deutlich von der 
Geraden abwich (Vgl. A 4121 auf Platte 655), wurde die 
Messung verworfen; alle anderen Reihen sind im folgenden 
wiedergegeben, auch diejenigen, welche, wohl aus photo- 
graphischen Gründen, auffällig aus dem Mittel herausfielen, 


Geschwindigkeit. Da der Schwerpunkt dieser Untersuchung 
auf dem Nachweis der starken Unterschiede in der Abklingung 


der verschiedenen He-Linien liegt, so sind die der Größe — 


proportionalen Neigungen der Meßgeraden als das wesentliche 
Versuchsergebnis anzusehen, als die Abklingkonstanten in rela- 
tirem Maß, sofern die Geschwindigkeit » für alle Linien als 
gleich angesetzt werden kann. Diese Bedingung ist bereits 
von W. Wien?) für 4 He-Linien geprüft und innerhalb der 
allerdings recht weiten Fehlergrenze von 15 Proz. erfüllt ge- 
funden worden. Wir haben diesen Versuch wiederholt, d.h. 
den Doppler-Effekt einiger stärkerer Linien unter unseren 
Versuchsbedingungen gemessen. Dabei mußte, um genügende 
Dispersion zu erhalten, das Prisma durch ein Plangitter ersetzt 
und der Spektrographenspalt verwendet werden. Bei der in allen 
Versuchen gebrauchten Klemmspannung von rund 40000 Volt 
ergab sich für die Linien 4 3889 44026 4 4472 

als Geschwindigkeit 5,2 5,1 4,9 10° cm/sec 
also ebenfalls innerhalb der Meßgenauigkeit von 10 Proz. keine 
für die Abklingmessung wesentliche Verschiedenheit. 


Beispiele. Die Neigungen der Geraden in Fig.1 sind also 
den Abklingkonstanten der verschiedenen He-Linien proportional. 
Sie zeigen so große Unterschiede, daß dieselben ohne alle 
Messung aus den Photogrammen selbst ersichtlich sind; der 
Anschaulichkeit halber sind deshalb einige auch in der Re- 
produktion deutlich erkennbare Fälle wiedergegeben. In 
Fig. 2 ist das Spektrum des abklingenden He- und der bei- 


1) Vgl. J. Port, Ann. d. Phys. 87. S. 581 1928. 
2) W. Wien, Ann. d. Phys. 73. S. 483. 1924. 
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gemengten 0*-Linien in ?/, natürlicher Größe mit verschiedener 
Belichtungszeit und verschiedener Spektrographeneinstellung auf- 
genommen, abgebildet. Die stärkeren Linien sind in den Auf- 


0*4072 


ee b wi d überexponiert; a, b, c ist für violett scharf, dfür 
gelbgrün. Die Unterschiede der Abklingung sind besonders 
deutlich sichtbar beim Vergleich der Linie A 3965 in 4 mit 
4 3889 in a und 44026 in c. Unmittelbar neben A 3965 
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liegt die 0*-Linie 4 39731), deren Abklingbild beinahe genau 
dasselbe ist. Da das 0*-Atom die 4fache Masse des He- 
Atoms hat, also im Kanalstrahl etwa die halbe Geschwindig- 
keit erreichen wird, läßt sich bereits daraus auf eine Abkling- 
zeit dieser Linie schließen, die etwa die Hälfte des von Wien 
für 0* gefundenen Wertes betragen wird. Weiter rechts liegt 
in Bild d die Linie 4 4144, deren außerordentlich langsamer 
Abfall den stärksten Gegensatz zu 2 3965 bildet. Im Gelb- 
grün wiederholen sich ähnliche Verhältnisse, wenn auch weniger 
deutlich zwischen 25876 und 4 4922; die Linie 2 5016, die 
im Geisslerrohr zu den stärksten des Spektrums zählt, ist im 
Bild d gerade angedeutet, wir kommen auf sie später zurück. 

Druckstérung? Es bliebe nunmehr nur die Zusammen- 
stellung der gemessenen Werte übrig, um diese Untersuchung 
abzuschließen, wenn nicht eine mögliche Fehlerquelle zu be- 
sprechen wäre, welche die Versuche erheblich in die Länge 
zog. Es handelt sich um folgendes: Der Abklingversuch ver- 
langt, daß der zum Leuchten erregte Kanalstrahl durch die 
Abschlußplatte des Kathodenkanals in ein Hochvakuum eintritt, 
wo seine abklingende Intensität gemessen wird. Als Hoch- 
vakuum kann dabei für H-Strahlen von 5000 Volt nach 
W. Wien?) ein Druck von 1,5—2-10-° mm Hg angesehen 
werden, welchen die Diffusionspumpe ohne Schwierigkeit gibt. 
Bei höheren Drucken zeigt sich ein Einfluß des Gasrestes und 
zwar in doppelter Weise. Einmal wird jetzt sowohl der Strahl 
als das ruhende Gas merklich neu angeregt und überlagert 
eine konstante, vom Kathodenabstand unabhängige Intensität 
über den abklingenden Strahl. Sodann stören die Zusammen- 
stéBe mit den Atomen des Gasrestes das Leuchten des ab- 
klingenden Strahls und vergrößern seinen Intensitätsabfall. An- 
statt des reinen Abklinggesetzes 


1) Die ungefähre Gleichheit der Anfangsintensitäten von He 3965 
und 0* 3973 wurde durch Variation der Gaszuströmungen zum Ent- 


ladungsrohr erreicht. 
2) W. Wien, Ann. d. Phys. 70. 8.1.19. 
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in welcher die mit dem Druck wachsenden Größen 2 und B 
die Stérung bzw. Neuanregung darstellen. Wird B, d.h. die 
Neuanregung merklich, so weicht der Intensitätsabfall von der 
einfachen e-Funktion, also der Schwärzungsabfall von der Ge- 
raden ab, wie z.B. in der Kurve für A 4121 in Fig. 1a. Da- 
gegen äußert sich /, d. h. die Störung der Abklingung in einer 
Vergrößerung der Neigung der Meßgeraden, ist also aus dem 
Kurvenverlauf nicht ohne weiteres kenntlich. Bei H-Strahlen 
in H, scheinen beide Einflüsse ungefähr bei dem gleichen 
Drucke aufzutreten, was aber durchaus nicht notwendig ist. 
Man kann also den gemessenen Kurven an sich nicht ansehen, 
ob sie störungsfrei sind. 


Nun liegt aber ein dringender Verdacht vor, daß die von 
Wien bestimmte Grenze der Störungsfreiheit (1,5- 10”? mm Hg) 
in unserem Fall nicht mehr gilt. Denn wir haben im Gegen- 
satz zu fast allen sonst untersuchten Gasen den Fall, daß 
das abklingende He-Atom in einem Restgas von He-Atomen 
verläuft, nicht wie dort das H-Atom in einen H,-Molekülrest 
(oder ein Alkaliatom in H,). Diese Gleichheit beider Partner 
hat aber in ähnlich Fällen, so bei der polarisierten Resonanz- 
strahlung') bei der Linienverbreiterung durch Druck?) nach 
zahlreichen vorliegenden Versuchen eine Erhöhung der Störungs- 
empfindlichkeit oder in der Ausdrucksweise der kinetischen 
Gastheorien eine Vergrößerung des atomaren Wirkungsquer- 
schnitts zur Folge, die eine bis zwei Zehnerpotenzen beträgt. 


Das gleiche könnte auch hier der Fall sein und die großen a 


Unterschiede der gemessenen Abklingungen veranlassen. Denn 
es fehlt nicht an ganz direkten Anzeichen fiir eine starke 
Störung gerade bei Helium. Hierher gehört die oft bestätigte 
Tatsache, daß bei Doppleraufnahmen die bewegte Intensität 
gegenüber der ruhenden in diesem Gas auffallend schwach 
erscheint. Da hier die Leuchterregung nur durch die relative 
Bewegung der He-Atome gegeneinander veranlaßt ist, so läßt 
sich diese Einseitigkeit schwer anders verstehen, als durch die 
erhöhte Störung der schnell bewegten Teilchen des Strahls 
gegenüber den viel selteneren Zusammenstößen unter den 


1) Vgl. W. Schütz, Ztschr. f. Phys. 35. S.260. 96. =| 
2) R. Minkowski, Ztschr. f. Phys. 36. S. 839. 1926. re 
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Atomen des ruhenden Gases. Auch die kürzlich von J. Stark!) 
besprochenen starken Druckveränderungen im Intensitäts- 
verhältnis der He-Linien weisen auf eine große Störungs- 
empfindlichkeit dieses Spektrums hin, 

Aus allen diesen Gründen wurden die Abklingversuche 
auf eine Reihe verschiedener Kathodenformen ausgedehnt, 
welche eine erhebliche Variation des 
Heliumrestdruckes im Beobachtungs- 
raum ermöglichten. 

Die Abklingkathoden. Kathode Nr. 1 
war aus einem früheren Versuch über- 
nommen und besaß eine seitlich auf- 


: 


geschlitzte Endplatte (vgl. Fig. 3), 
277 welche die Verfolgung des Strahls 
mh bis in den Kanal hinein ermöglichte. 


Der Schlitz durchsetzte den 3 mm 
langen Durchmesser der Platte und 
außerdem die Seitenflächen bis zu 
einer Höhe von 3,3 mm, war also 
im ganzen 10 mm lang; seine Breite 
betrug 0,2 mm. Infolge der großen 
Öffnung ist die Gasausströmung stark, 
der Druck im Beobachtungsraum be- 
trug daher 1,5—2-10-* mm. Diese 
Kathode hat den Vorzug gleichzeitig die Intensität im Kanal, 
d. h. die ruhende und bewegte Intensität für den Gasdruck 
oberhalb der Abschlußplatte zu geben. 

Kathode Nr. 2 hat die normale für Abklingversuche ge- 
bräuchliche Form mit einem Endschlitz von 2,5 mm Länge 
und 0,2 mm Breite. Sie ergab bei voller Pumpwirkung im 
Abklingraum einen Druck von 12-10-4 mm. 

Kathode Nr. 3 ist von Nr. 2 nur durch den engeren End- 
schlitz, 2,5 mm/0,1 mm unterschieden. Druck im Abklingraum 
= 5-10-* mm. 

Kathode Nr. 4 ist in Fig. 4 abgebildet. Sie enthält eine 
Zwischenkammer, welche mit H, beschickt wird, so daß der 
He-Knalstrahl durch dieses fremde Gas und einen zweiten 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 86. S. 530. 1928. 
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Kanal in den Abklingraum eintritt. Die Stahldiffusionspumpe 
wirkt am Beobachtungsraum, eine zweite Glasdiffusionspumpe 
an der Zwischenkammer; der Wasserstoff tritt in den zweiten 
Kanal ein, Helium ins Entladungsrohr. Mit dieser Anordnung 
konnte im Abklingraum ein Druck von weniger als 3-10”* mm 
erreicht werden, der nicht mehr als 10 Proz. Helium enthielt. 


Lntladungs- 
Rohr 2 ? 


\ 
GIB BB BI 


6aede-Stahl Pumpe 


Beobachtungs- 
Aaum 


Fig. 4 


Denn etwa so groß ergab sich die Heliumbeimischung in der 
Zwischenkammer unter den tatsächlichen Versuchsbedingungen 
von 0,11 mm He bei A und 0,05 mm H, bei B. Der He- 
Druck im Abklingraum, auf den es gemäß obigen Überlegungen 
ankommt, betrug also nicht mehr als 3. 10-5 mm. 

Die gemessenen Zahlen, der Abklingkonstante in dem will- 
kürlichen Maßstab der Fig. 1, wie sie mit diesen vier Kathoden 
erhalten wurden, sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 
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Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, daß die Kathoden 
Nr. 2,3 und 4 innerhalb der Versuchsfehler die gleichen Werte 
ergeben; es ist deshalb in der letzten Zeile das Gesamtmittel 
genommen. Die erwartete Druckstörung ist bis 2,1-10~* mm 
nicht merklich, erst bei Kathode Nr. 1 scheint sie bei 4 5876 
und wohl auch A 3889 und 4 4922 wirksam zu werden. Die 
Druckstörungsgrenze liegt also nicht, wie erwartet, bei einer 
anderen Größenordnung als für H-Strahlen in H,, sondern 
ziemlich genau bei dem gleichen Wert. Dieser Befund läßt 
angesichts der früheren Überlegungen einen erheblichen un- 
geklärten Rest bezüglich der Frage der Störungsempfindlichkeit 
übrig, dagegen ist das Ergebnis für die Abklingung vollständig 
eindeutig: nicht nur die großen Unterschiede bis zum Ver- 
hältnis 1:6 bleiben zu Recht bestehen (die nicht mehr meB- 
bare Linie A 5016 liegt noch erheblich außerhalb dieses Be- 
reichs), sondern auch der deutliche Gang innerhalb der Serien, 
insbesondere 2» — md, der ganz im Gegensatz zur Konstanz 
der Wasserstoffserien steht, muß als real angesehen werden. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, daß die Abkling- 
konstante der beiden stärksten Linien A 4472 und / 3889 
sich als unabhängig von der Art der Anregung in einer He- 
oder H,-Atomphäre erwiesen hat, was ihre Natur als wirkliche 
Atomkonstante bekräftigt. 

Die Linie 4 5016. In vorstehender Tabelle ist die Abkling- 
konstante der Linie A 5016 als nicht meßbar bezeichnet. 
Dieselbe erscheint auf den normal belichteten Aufnahmen mit 
den Kathoden Nr. 2, 3, 4 überhaupt nicht, erst Verlängerung 
der Belichtungszeit auf 6 Stunden ergab das in Fig. 5a wieder- 
gegebene Bild. Man sieht hier die Linie als kurzen Ansatz 
von etwa 1 mm Länge, darunter eine ganz schwache Fort- 
setzung, die bis ans Ende des Bildes reicht.) Die Aufnahme 
ist "mit Kathode 2 gemacht, also bei einem Druck von 
1.2.10”? mm im Abklingraum. Bild b und c derselben Figur 
zeigen die gleiche Linie, wie sie die aufgeschlitzte Kathode Nr. 1 
gibt, und zwar / mit einer Belichtung von 2 Stunden, c von 
3 Minuten. In der letzten Aufnahme sieht man die Linie 25016 
im Schlitz stärker als A 4922, trotzdem hört sie in Bild 5 am 


Schlitzende auf, die abklingende Intensität fehlt, während sie 
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für 2 4922 gut ausgebildet ist. Bedenkt man, daß die Inten- 
sität im Kanal, wo ein etwa 30 mal höherer Druck als im > 
Abklingraum herrscht, wesentlich dem ruhenden Leuchten zu- 
kommt, und berücksichtigt das Belichtungsverhältnis 1:60, so 
erkennt man das außerordentliche Überwiegen der ruhenden 
Intensität gerade für diese Linie. Eine Überschlagsrechnung 
mit den angeführten Zahlen zeigt, daß die schwache Linie in 


5016 
5048 


4472 
Fig. 5 
Bild a dem ruhenden Leuchten des Gasrestes zuzuschreiben ist. 
Ob der kurze Ansatz am oberen Rand als reine Abklingung 
zu deuten ist, bleibt zweifelhaft; denn bei einer wirklichen 
Länge von etwa 1,5 mm erstreckt sich derselbe nicht über 
dasjenige Gebiet hinaus, in welchem eine Messung wegen zu 
großer Nähe der Austrittsöffnung unsicher ist. Immerhin ist 
die Schätzung erlaubt, daß die Linie A 5016 mindestens doppelt 
so schnell abklingt, als die nächst schnellste 2 3965. 
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976 R.v. Hirsch u. R. Döpel. Abklingung von Helium-Linien 


Mit dieser Beobachtung stehen allerdings Angaben von 
E. Rupp’) im Widerspruch, welcher die abklingende Intensität 
dieser Linie photographiert und sogar ihre Polarisation gemessen 
hat. Es handelt sich bier um die gleiche Unstimmigkeit, die schon 
Stark®)in anderem Zusammenhang besprochen hat, und die durch 
eine besondere „Umwelt“ zu erklären wir Hrn. Rupp überlassen. 
Absolutwerte. Zum Zweck des Anschlusses an frühere 
Messungen ist noch die Berechnung der Abklingkonstante in 
absolutem Maß durchzuführen. Dies erfordert eine Umrechnung 
des willkürlichen Abszissenmaßstabes der Fig. 1 auf wirkliche 
Strahllängen, der Photometerausschläge $ auf Lichtintensitäten, 
endlich das Einsetzen der aus den Dopplermessungen ermittelten 
Geschwindigkeit. Der Faktor m wurde nach der Doppelfeld- 
methode zu 0,04 unabhängig von der Farbe bestimmt. Der 
Abszissenmaßstab ergibt sich aus Kondensorvergrößerung und 


10 Proz. genau, der Anschluß an die einzige bisherige Messung 
von Wien, 5,4-10°, demnach durchaus befriedigend. Wir halten 
die letzte Zahl, die durch direkten Vergleich mit einem Ab- 
sorptionskeil gewonnen ist und damit die Unsicherheit des photo- 
graphischen Faktors m vermeidet, für die genauere absolute Be- 
stimmung und beziehen auf sie unsere relativen Messungen. Dies 
ergibt als absolute Abklingkonstanten bzw. Zeiten folgende Zahlen: 


Tabelle 2 

Lisie a T 
28-3P < 0,4 
2S-4P 12,4 t | 0,8 
2P-4D 4,2 2,3 
2P-5D 3,2 3,1 
2P-6D 2,0 5,0 
2s-3p 3,4 2,9 
2p-A4s 3,1 3,2 
2p-3d 6,9 1,4 
2p-4d 5,4 1,7 
2p-5d 5,3-107 1,7-107® see 


. Rupp, Ann. d. Phys. 81. S. 615. 1926; 85. Taf. XV. 1928. 
. Stark, „Axialität der Lichtemission“ S. 62. 1927. 


(Eingegangen 26. Februar 1929) 
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_ Zur Theorie der Ionisation in Kolonnen, II 


Von George Jaffe kai 


(Mit 5 Figuren) 


Schon vor einer längeren Reihe von Jahren hat der Ver- 
fasser eine Theorie der Ionisation in Kolonnen entwickelt?), 
die von der Vorstellung ausging, daB in den Kolonnen Diffusion 
und Rekombination nach den normalen Gesetzen mit den 
sonst gemessenen Werten der Konstanten erfolgen. Auf Grund 
dieser Annahme und einer passend gewählten Anfangsverteilung 
der Ionen in den Kolonnen war es möglich, das gesamte damals 
vorliegende Beobachtungsmaterial, das gasförmige und flüssige 
Medien umfaßte, quantitativ darzustellen.?) Die Theorie war 
aber insofern unvollständig, als sie nur die Vorgänge in einer 
einzelnen Kolonne umfaßte und die Wechselwirkungen zwischen 
Ionen, die aus verschiedenen.Kolonnen stammen, unberück- 
sichtigt ließ. 

Die Vernachlässigung der Wechselwirkung zwischen ver- 
schiedenen Kolonnen ist so lange unbedenklich, als es sich 
darum handelt, das Verhalten der Kolonnen unter der Wir- 
kung eines elektrischen Feldes zu untersuchen, d.h. also die 
Vorgänge in der Kolonne indirekt durch Aufnahme der Strom- 
spannungscharakteristik zu verfolgen. Denn man kann dann 
stets die Feldstärken so hoch wählen, daß eine allgemeine 
Wiedervereinigung bei gleichmäßiger Verteilung der vorhan- 
denen Ionen über das Volumen nicht mehr merklich wäre; 
der weitere Verlauf der Sättigungskurve ist dann so, als ob 
nur einzelne Kolonnen vorhanden wären. In der Tat haben 


1) G. Jaffé, Le Radium 10. S. 126. 1913; Ann. d. Phys. 42. S. 303. 
1913. Auf die letztere Arbeit wird im Text mit I und folgender Seiten- 
zahl verwiesen. 


2) G. Jaffé, a.a. O.; Phys. Ztschr. 15. 8.353. 19144. 
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ja schon Bragg und Kleemann!) gezeigt, daß die Sättigungs- 
kurve fir hinreichend er lonisationsstiirken und hin- 
reichend hohe Feldstärken von der Intensität der Strahlung 
unabhängig wird. 

Anders liegen die Verhältnisse im allgemeinen, wenn die 
Vorgänge in der Kolonne direkt, also durch den Abfall der 
Kolonnen nach dem Abschneiden der Strahlungsquelle oder 
durch den Anstieg der Ionisation bei dauernder Bestrahlung 
(und Abwesenheit eines Feldes) untersucht werden. Dann 
treten die verschiedenen Kolonnen von einem gewissen Zeit- 
punkt an, der im übrigen von den Versuchsbedingungen ab- 
hängt, in Wechselwirkung miteinander, und dann modifizieren 
sich die Gesetze, die für einzelne Kolonnen gelten. Dieser 
Umstand machte sich in der früheren Untersuchung bei der 
Berechnung des „Diffusionsverlustes“ einer Kolonne geltend, 
d.h. der Zahl derjenigen Ionen aus einer Kolonne, die ihr 
durch Diffussion entrinnen und dann der allgemeinen Rekom- 
bination unterliegen (I, S. 310—317). Es wurden diejenigen 
Ionen als „entronnen“ bezeichnet, die bis zu einer bestimmten 
Entfernung R von der Kolonnenachse gelangen, aber der maß- 
gebende Wert von R mußte aus den Messungsergebnissen 
entnommen und über seine Abhängigkeit von der Ionisations- 
stärke konnte naturgemäß aus der Theorie nichts gefolgert 
werden, da er von der Nähe der Nachbarkolonnen abhängt. 
Eine Verbesserung der Theorie in dieser Hinsicht ist nur 
möglich, wenn von vornherein die Anwesenheit mehrerer 
Kolonnen und ihre Wechselwirkung berücksichtigt wird. 

Andererseits hat in jüngster Zeit die direkte Beobachtung 
der zeitlichen Vorgänge in den Kolonnen Fortschritte gemacht. 
Nachdem schon früher Plimpton?) an Wiedervereinigungs- 
versuchen bei Jonisation mit Röntgenstrahlen und Rümelin?) 
bei Anstiegsversuchen mit «-, 9- und y-Strahlen Abweichungen 
vom normalen Verhalten festgestellt hatten, die offenbar von 
der Kolonnenionisation herrühren, hat Schemel*) eine sehr 


1) W. H. Bragg u. R. D. Kleemann, Phil. Mag. 11. S. 466. 1906; 
R.D. Kleemann, Phil. Mag. 12. S. 273. 1906. 
2) S.J. Plimpton, Phil. Mag. 25. S. 65. 1913. 
8) G. Rümelin, Ann. d. Phys. 43. S. 821. 1914. 
4) J. Schemel, Ann. d. Phys. $5. S. 137. 1928. 
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eingehende Untersuchung der Trägerrekombination in Gasen 
nach direkten Methoden ausgeführt. Für die Beurteilung 
der Frage, inwieweit bei diesen Versuchen die Ergebnisse von 
den Vorgängen in der einzelnen Kolonne herrühren oder 
durch die Wechselwirkung mehrerer Kolonnen beeinflußt sind, 
ist es von Wichtigkeit, theoretisch zu untersuchen, wann bei 
gegebenen Versuchsbedingungen diese Wechselwirkung merklich 
zu werden beginnt, und wie sie die relativ einfachen Ver- 
hältnisse in der einzelnen Kolonne modifiziert. 


Aus diesen Gründen schien es dem Verfasser lohnend, 
seine frühere Theorie in dem angegebenen Sinne zu erweitern, 
und diese Erweiterung bildet den Inhalt der vorliegenden 
Untersuchung. Die Kompliziertheit des Problems zwingt dazu, 
gewisse idealisierende Vereinfachungen einzuführen, die aber 
den wesentlichen Charakter der Erscheinungen nicht berühren; 
auch betrifft die Verallgemeinerung nur den ersten Teil der 
früheren Untersuchung, d.h. die Theorie der lonisation in ER 
Kolonnen bei Abwesenheit eines elektrischen Feldes, denn A! 


nach dem oben Ausgefiihrten diirfte fiir das Verhalten der By 
Kolonnen im elektrischen Felde die ältere Theorie ausreichend [ <i 
sein. Im übrigen kommt dieselbe Methode zur Anwendung, . ER, 
die zwar mathematisch nur eine Approximation darstellt, = 
aber —im Gegensatz zu Reihenentwicklungen oder ähnlichen _ 
Verfahren — den Vorteil hat, für alle Werte der in Frage Be 


kommenden Parameter anwendbar zu bleiben. 


> de $1. Theorie der Kolonnen bei einmaliger Erzeugung 


BEN In diesem ersten Paragraphen betrachten wir den Ver- 
lauf des Diffusions- und Rekombivationsvorganges, wenn die 
Kolonnen einmalig und alle gleichzeitig erzeugt werden; die 
Strahlungsquelle soll also nur eine so kurze Zeit wirksam sein, 
daß diese Zeit gegen die zur Beobachtung gelangenden Zeiten 
zu vernachlässigen ist. Um das Problem zweidimensional zu 
gestalten, idealisieren wir es dahin, daß alle Kolonnen unter- 
einander parallel von einer Ebene senkrecht ausgehen und außer- 
dem homogen und so lang sein sollen, daß die besonderen Ver- 
hältnisse an den Enden (Diffusion in Richtung der Kolonnen- 


achse usw.) vernachlässigt werden können. Unter diesen Um- 5 
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ständen handelt es sich also um die Integratien der partiellen 
Differentialgleichung für die lonisationsdichte n 


n 0% 
1) ar + 


6 


unter geeigneten Anfangsbedingungen. Dabei ist die Richtung 
der Kolonnenachsen parallel der z-Richtung angenommen, und 
der Diffusionskoeffizient D wird für beide Ionenarten gleich 
vorausgesetzt, so daß n die Zahl der positiven oder negativen 
Ionen pro Kubikzentimeter : bedeutet; mit @ ist, wie üblich, 
der Wiedervereinigungskoeffizient bezeichnet. 

Von der Berücksichtigung von Randbedingungen soll ab- 
gesehen werden; das bedeutet also physikalisch entweder, daß 
der Querschnitt des Strahlenbündels klein gegen denjenigen 
des Kondensators sein soll, so daß die Wirkung der Gefäß- 
wände vernachlässigt werden kann, oder es soll (etwa mit 
Hilfe einer Schutzringvorrichtung) nur ein Teil aus dem Innern 
des Strahlenbündels zur Beobachtung gelangen. 

Die früher entwickelte Methode besteht nun darin, daß 
zunächst das Diffusionsproblem unter Vernachlässigung des 
Rekombinationsgliedes —«n? streng gelöst, und in der so ge- 
fundenen Lösung die Berücksichtigung der Wiedervereinigung 
in geeigneter Weise auf die Lösung einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung zurückgeführt wird. Es wurde nun gezeigt 
(I, S. 307), daß die gekürzte Differentialgleichung 


n 0° 
öt -2(5: Tey 
die Lösung 


(2) n= 
mit der Bedeutung a | 
(3) 
zuläßt. Betrachten wir hier, wie überall im folgenden, ein 
Stück der Kolonnen von der Länge 1, so bedeutet N die 
„lineare lonisationsdichte“, d. h. die Zahl der in einer Kolonne 
vorhandenen Ionen eines jeden Zeichens pro Zentimeter Länge. 
Die Konstante 0, ist ein Maß für die Breite der Kolonne im 
Anfangszustand, denn zur Zeit ¢ = 0 sind die Ionen nach dem 
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Fehlergesetz um die Kolonnenachse verteilt, und der mittlere 
Abstand von ihr ist durch 


gegeben.') 

Von dem partikulären Integral (2) gehen wir auch aus, 
wenn mehrere Kolonnen vorhanden sind. Werden zur Zeit 
t=0 K Kolonnen erzeugt, deren Achsen an den Stellen 
2, y, (k= 1,2... K) liegen, so kann man wegen der Linea- 
ritit der Dilfesisusgleichung die einzelnen Lösungen super- * 
ponieren und gelangt so zu der Formel 


K 2) + 
4 = k 


1 


die den Verlauf des Diffusionsvorganges bei Vernachlässigung 
der Wiedervereinigung streng darstellt. 

Will man nun für das weitere zu handlichen Formeln 
gelangen, so empfiehlt es sich, vereinfachende Annahmen über 
die Anordnung der Kolonnen zu machen. Wir werden zwei 
verschiedene Annahmen der Rechnung zugrunde legen; wir 
werden nämlich zuerst den Fall behandeln, daß die Kolonnen 
„ausgerichtet“, d.h. in den Eckpunkten eines rechtwinkligen | 
Kreuzgitters gelegen sind, und dann werden wir die Annahme 
verfolgen, daß die Kolonnen sehr dicht gelagert sind und ein 7 
Bündel von rechteckigem Querschnitt bilden. Mathematisch s 
ergeben diese beiden Annahmen insofern erhebliche Verein- _ 
fachungen, als man im ersten Fall zu #-Funktionen, im zweiten © 
Fall zu einem Integral übergehen kann. Physikalisch bedeutet 
die erste Annahme eine idealisierende Vereinfachung für eine 
Verteilung nach den Gesetzen des Zufalls mit einem gewissen 
mittleren Abstand der Kolonnen; im übrigen läßt sich diese i 
Anordnung durch geeignete Siebe verwirklichen. Bei der — 
zweiten Annahme spielt zwar der Kolonnencharakter der | 
Ionisation nur eine nebensächliche Rolle, man erhält aber u 
Antwort auf die praktisch nicht unwichtige Frage, wie die 


= 
1) Man beachte, daß die Größe, die hier 5, heißt, in I mit 5? be- — 
zeichnet wurde, während 5 hier für eine andere Länge reserviert ist 2 
(vgl. S. 982). 
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Rekombination in einem Biindel von endlichem Querschnitt 
durch die Diffusion nach auBen modifiziert wird. 


und 4, so soll sich also je eine Kolonne an den Stellen z=j-a, 
y =k-b befinden, wo j und & alle positiven und negativen 
ganzen Zahlen durchlaufen. Demnach erhält man aus (5) 


(6) 
was 


(6a) 


schreiben läßt. Berücksichtigt man nun die Definition der 
#,-Funktion *) 


(7a) 


so stellt sich unsere Lösung in der Form dar ie 


(8a) 


genommen) des zweiten Arguments sehr schnell konvergent; 
für kleine Werte von r geht man mit Hilfe der -Trans- 
formationsformel ?) 


1. S. 239ff. Paris 1886. 


a) Gitterförmige Anordnung der Kolonnen N 


Bezeichnen wir die Seiten des Periodenrechtecks mit « 


n = e 


—co — co 
. . 
sich auch in der Form tp j 
+@ (x-—ja)* +o (y—kb? 
nao 
+] 


+% 


no nö | nö nö | nd 


Diese Form der Darstellung ist für große Werte (absolut 


1) Man vgl. etwa G. H. Halphen, Traité des fonctions elliptiques 


2) G. H. Halphen, a.a.0. S. 264. 


| 
» 
i _ 
F 
a -— + 2ia—n 
| “Vie 
-@ 
| 


zu der Darstellung 
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N |inö 
bzw 
(6b) "= Di e b 
über. 


Aus den asymptotischen Beziehungen 
(9) lim i, @vlir) = lim = 1, 
t>0 . 


oder auch aus den Darstellungen (6a) und (6b) unmittelbar, 
ergeben sich für große bzw. kleine Werte von a?/ad und 
b?/zö die folgenden vereinfachten Formeln: 


_e@+y? ‘ 

(10 b) n = ry und - €1. 


Befinden sich also die Keloonen in so großem Abstande 
voneinander, daß zu Beginn a?/zö, und 47/70, große Zahlen 
sind, so erfolgt der Vorgang nach (10a) und (2) in jeder 
Kolonne so, als ob sie allein vorhanden wäre, und zwar gilt 
das so lange, als auch ö=4Dt+ 4, klein gegen a? und 5? 
bleibt, d.h. solange der mittlere Abstand der Ionen von der 
Kolonnenachse klein gegen den mittleren Abstand der Kolonnen 
voneinander ist. Sind umgekehrt a?/mö und 67/20 kleine 
Zahlen — und das tritt für jede anfängliche Verteilung nach 
hinreichend langer Zeit ein —, so ist nach (10b) die Ioni- 
sation homogen und zwar mit demjenigen Werte von n’, der 
sich ergibt, wenn man sich die ursprünglich in einer Kolonne 
angehäuften Ionen über den Bereich des Periodenrechtecks 
gleichmäßig verteilt denkt. 

Es ist leicht zu verifizieren, daß bei dem Diffusionsvorgang 
die Ionenzahl erhalten bleibt, denn integriert man n’ über das 
Periodenrechteck, so ergibt sich 


(11) 


7 
ke 2 
a 
Air 
|| 


j 


984 
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wie man am einfachsten aus der Darstellung (6b) erkennt; 
denn bei der Integration bleiben von den Summen nur die 
Glieder mit j= 0 und & = O übrig. 

Wir gehen nunmehr zur Berücksichtigung der Wieder- 
vereinigung iiber und machen dafiir, wie bei der Behandlung 
der einzelnen Kolonne (I, S. 308), die Annahme, daß der Aus- 
druck (8a) bzw. (8b) eine Lösung der ursprünglichen Glei- 
chung (1) wird, wenn man N als variabel mit der Zeit ansieht. 
Setzt man unter dieser Annahme (6b) in (1) ein und integriert 
über das Periodenrechteck, so ergibt sich 


dN a N? 
en 
wobei die bestimmten Intgrale J, und J, durch 
(8a) A= Sire a 
gegeben sind. er 


In (13a) und (13b) verschwinden nach der Vertauschung 
von Integrations- und Summationsfolge alle Integrale außer 
denjenigen, für die j+j’=0 bzw. k+%=0 ist. Daher er- 
gibt sich 


130) 4, (0 


a 


P | 
b,(0 ); 


und aus (12) erhält man die gewöhnliche Differentialgleichung 
für N 

dN 10008) (n| 
(142) (0 ut (0 


wofür man vermöge der Thetatransformationsformel (7b) auch 


dN ia? ib 
(14b) dt [0 %(0 
schreiben kann. 
2 2 
Geht man in (14b) wieder zur Grenze er und zo oo 
über, so erhält man die Differentialgleichung 
dN N? a? b? 


, 
FE 


FE 
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die den Abfall von N 
[I, S. 309, Formel (5 


aN _ 
dt 


in der einzelnen Kolonne ausdrückt 
)]. Im umgekehrten Grenzfall ergibt sich 


N: 
ab’ 


(15b) ' = == 
woraus zu erkennen ist, daß nach hinreichend langer Zeit die 
Diffusion keine Rolle mehr spielt und der Rekombinations- 
vorgang so verläuft, als ob die homogene Volumionisation N/ab 
vorhanden wäre. 

Es empfiehlt sich, für die numerischen Rechnungen die 
beiden völlig äquivalenten Differentialgleichungen (14a) und 
(14b) nebeneinander zu behandeln. Die Integrale lassen sich 
nicht mehr in geschlossener Form angeben, und es ist darum — 
erforderlich die 9,-Funktionen durch ihre Reihen zu ersetzen 
und dann gliedweise zu integrieren. Aus (14a) ergibt sich 


t +2 je 
=f at, 
ab — 
0 


wenn die lineare Ionisationsdichte im Anfangszustand mit N, 
bezeichnet wird. 
Führt man nunmehr ö als neue Variable ein und setzt 


1 


(16a) 


N, 


. . : 
so ergibt sich 7 
+a x 
1 1 at ab 


wobei der Apostroph am Summenzeichen andeutet, daß der 2 
Summand mit j = k = 0 wegzulassen ist. 


Entsprechend erhält man aus (14b) 
1 ay + Uk) 
» 
und das liefert mit der Abkürzung 


a? j + b? k? 


| 
x 
w 
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ts 
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den Integrallogarithmus definiert.') 

Die Formeln (18a) und (18b) stellen den zeitlichen Ver- 
lauf von .V dar; setzt man den daraus sich ergebenden Wert 
von N in (8b) bzw. (8a) ein, so erhält man unsere Näherungs- 
lösung des Problems bei Berücksichtigung von Diffusion und 
Rekombination. Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, 
daß in den oben charakterisierten Grenzfällen (18a) in das 
einfache Rekombinationsgesetz für homogene Ionisation und 
(18b) in das früher aufgestellte Gesetz für die Einzelkolonne 
[I, S. 309, Formel (6)) übergeht. 

Es sind nun noch einige Worte darüber zu sagen, mit 
welcher Annäherung unsere Endformeln eine Lösung des 
Problems darstellen. Im Falle der Einzelkolonne ließ sich 
durch eine Abschätzung zeigen, daß der Fehler selbst unter 
extrem verschiedenen Versuchsbedingungen nur einige Prozent 
erreichen kann (I, S. 312—314). Eine ähnliche Abschätzung 
dürfte im vorliegenden Fall schwer durchzuführen sein, es 
läßt sich aber von vornherein übersehen, daß der Fehler nur 
kleiner sein kann als im Fall der Einzelkolonne, denn je weiter 
der Diffusionsvorgang fortschreitet, desto mehr nähert sich der 
Zustand demjenigen der homogenen Volumionisation und desto 
geringer werden die möglichen Fehler der Formeln. Es kann 
also höchstens im Anfangsstadium der Fehler ebenso groß sein, 
wie in dem früher untersuchten Falle. 

Für die weitere Diskussion wollen wir zur Vereinfachung 
a= b setzen. Betrachtet man nun so große Werte von ¢, daß 


1) Tabellen des Integrallogarithmus finden sich bei E. Jahnke u. 
F. Emde, Funktionentafeln S. 19ff. Leipzig 1909. 
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alle Glieder e~ *j* vernachlässigt werden können, so nimmt 
(18a) die Form an z 


at aC 
at + 2D” 


= „ Oo 
— + k*) a? 


+ k*) 


eine Konstante ist, die nur vom Verhältnis des mittleren 
Kolonnendurchmessers im Anfangszustand zum Kolonnenabstand 
abhängt. 

Setzt man nun noch 


1 C 1 
(21a) 
0 1 = 
so wird aus (20) 
1 1 
200 


und diese Gleichung zeigt, daß unter allen Umständen für hin- 
reichend große Werte von ¢ der Abfall der räumlichen Ionen- 
dichte N/a? so erfolgt, als ob zur Zeit 2= 0 eine homogene 


Volumionisation von der Dichten, = = vorhanden gewesen wäre. 


Man kann dieses Ergebnis auch folgendermaßen aus- 
sprechen: der Abfall erfolgt nach hinreichend langer Zeit so, 
als ob von den N Ionenpaaren einer Kolonne {pro Zentimeter 
Länge) 


(21b) SnD+aCN, 


durch Rekombination in der Kolonne selbst molisiert werden; 
die übrigen u 
N. 
(22) > N, = a ON, 
unterliegen der allgemeinen Rekombination nach dem üblichen 
Gesetz für homogene Ionisation. Damit hat der früher auf- 
gestellte Begriff des „Diffusionsverlustes“ einer Kolonne, also 
der Zahl der durch Diffusion „entronnenen“ Ionen (I, S.310/311) 
eine völlig zwanglose Definition erhalten, und es ergibt sich 
auch — wie das nicht anders zu erwarten war (I, S. 314) — 


= 


2. 
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daß der Bruchteil der entronnenen Ionen N,/N, von dem 
mittleren Abstand der Kolonnen, nämlich von 0,/a? abhängt. 

Der Zeitpunkt, von dem an das vereinfachte Gesetz (20) 
bzw. (20a) gilt, ist praktisch erreicht, wenn der kleinste der 
Exponenten x,,-d, also 


9m? 
(22a) = Hyg = + ~5 


geworden ist, und das bedeutet, daß der mittlere Kolonnen- 
durchmesser x (4 Dt + 0,) etwa gleich dem Kolonnenabstand a 
sein muß. 

Um nun den Verlauf der Funktion (18a) bzw. (18b) und 
ihre Abhängigkeit von den eingehenden Parametern zur An- 
schauung zu bringen, wollen wir dimensionslose Variable ein- 
führen. Der Ionisationsabfall hängt außer von der Zeit ¢ als 
unabhängiger Variabler noch von den Ionenkonstanten & und D, 
sowie von der linearen Ionisationsdichte N, dem Kolonnen- 
durchmesser 27, = 20, und dem Kolonnenabstand a ab. Setzt 
man aber 
ö Ö, aN a N, 
ö, a ~ P» 8nD sn, 


(23) N, 


so nehmen (18a) und (18b) unter der bereits eingeführten Ver- 
einfachung a = 5 die Gestalt an 


1 1 


N, 
(24a) + e — 227 (j? + (7? +R) pz 
7 1 1 
(24b) +2 


-@ 


und daraus erkennt man, daß die Funktion der Ionenzahl # 
außer von der unabhängigen Variablen z nur von einem Para- 
meter p abhängt. Die physikalische Bedeutung von z ist, dab 
Vz das Verhältnis des Kolonnendurchmessers zu irgendeiner 
Zeit zum Kolonnendurchmesser im Anfangszustand angibt; in 
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entsprechender Weise legt Yp das Verhältnis von Kolonnen- 

durchmesser im Anfangszustand zum Kolonnenabstand fest. 
Löst man nach N auf, so ergibt sich, daß der Bruchteil R 

der zur Zeit noch vorhandenen Ionen tallied. ied 


N N 1 eu 


auBer von z und p noch von N,, d. h. der ,,reduzierten linearen 
Ionisationsdichte im Anfangszustand“ abhängt, was ja bei der 
quadratischen Natur des Wiedervereinigungsgliedes in (1) nicht 
anders zu erwarten war. 

Die beiden Darstellungen (24a, b) gestatten die Funk- 
tion % für alle Werte von z und p zu berechnen, und zwar 
ist (24a) bequem für große Werte von p und z, (24b) dagegen 
für kleine Werte; für mittlere Werte führt im allgemeinen 
(24b) schneller zum Ziel, weil man die Tabellen des Integral- 
logarithmus benutzen kann. Auf diesem Wege sind die Kurven 
der Fig. 1 berechnet, die in zwei verschiedenen Maßstäben einen 
Überblick über den Verlauf der %-Kurven für Parameter- 
werte von p=0 bis p = 1 geben. (Der Wert p = 0 entspricht 
der Einzelkolonne.) Bei vorgeschriebenen Werten der lonen- 
und Kolonnenkonstanten kann man ohne Mühe von den Kurven 
der Fig. 1 zu der üblichen Darstellung: N als Funktion von z, 
iibergehen.') 

Das gemeinsame Merkmal der %-Kurven für alle Werte 
des Parameters p +0 besteht darin, daß sie oberhalb eines 
gewissen Wertes von z geradlinig werden. Darin drückt sich 
die Tatsache aus, daß praktisch homogene Volumionisation 
erreicht ist; denn geradliniger Verlauf von % bedeutet, daß 
der Einfluß der zweiten Summanden in (24a) nicht mehr merk- 
lich ist und daher die weitere Wiedervereinigung nach dem 
einfachen Gesetz (20a) vor sich geht. 

Unsere Ergebnisse lassen sich noch in einer anderen, für 
manche Zwecke bequemeren Form darstellen, wenn man an 
die Differentialgleichungen (14a, b) und nicht an die integrierten 
Formeln (18a, b) bzw. (24a, b) anknüpft. Es ist nämlich oft 
zweckmäßig, die Resultate von Wiedervereinigungsmessungen 


1) Eine solche Darstellung für gegebene Versuchsbedingungen ist 
in der Fig. 4 (vgl. $ 3) enthalten. 


4 
= 
2 
< 
Annale Pt Folge, 1. 


= 


in der Weise wiederzugeben, daß man für jeden Zeitpunkt 
das Gesetz zweiter Ordnung Kae. 


(26) 
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Fig. 1 


als erfüllt ansieht. War die ursprüngliche Ionenverteilung 
nicht homogen, so kann der Koeffizient «* natürlich nicht 
konstant sein, sondern drückt in seiner — empirisch ermittelten 
— Zeitabhängigkeit die Abweichungen von der normalen Re- 
kombination aus. Wir wollen mit Schemel!) den so de- 


1) J. Schemel, a. a, O. S. 151. 
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finierten Koeffizienten «* im Gegensatz zum Rekombinations- 
hoeffizienten « als Rekombinationswert bezeichnen. 

Es ist nun sehr einfach, den Wert von «* anzugeben, 
der sich auf Grund unserer Theorie ergibt; man braucht in 


der Tat nur in den Gleichungen (14a, b) — unter der ver- 
einfachenden Annahme a = 5 — die Volumionendichte n = + 


- 


Fig. 2 


einzuführen, so liefert der Faktor von n? den gesuchten Re- 


kombinationswert. Man findet so 

2276 
a* iQ nö +12 

27a) —= 2%, (o| = Dire ), 

2 = 2 a a? a? J = 37 ("+ > 
(27b) a 2n0 (055) = ond j,ke zis 


Der Quotient «*/« hängt also lediglich von der einen 


Variablen 
jj 


~ > 
=4 
Kir 
| | — 005 97 075 2 
9 02 04 05 06 
‘ — 
ab. In jedem Zeitpunkt ist demnach für den dann maß- je oe 
65* 


gebenden Rekombinationswert das Verhältnis von momentanem 
Kolonnendurchmesser zum Kolonnenabstand entscheidend. 
Mit zunehmender Zeit, d.h. mit wachsendem ö und £, 
nähert sich «*/a@ asymptotisch der Einheit. Der Verlauf von 
«*/& ist in der Kurve I der Fig. 2 als Funktion von ¢ wieder- 
gegeben. Endlich ist noch in Fig.3 die Abhängigkeit der 
Größe C [Formel (21)]. von dem Parameter p in zwei ver- 
schiedenen Abszissenmaßstäben dargestellt. Die direkte Be- 
rechnung von C aus der Doppelsumme (21) ist nicht durch- 


40001 00003 00005 z 9001 
fi ji 1 l 
0001 0003 0005 4 001 

p 
Fig. 3 


führbar, weil sie die Berücksichtigung von zu vielen Gliedern 
erfordern würde; dagegen lassen sich die Werte von C bequem 
aus den Kurven der Fig. 1 berechnen, indem man den Schnitt- 
punkt der geradlinigen Teile mit der Ordinatenachse (rech- 
nerisch oder graphisch) ermittelt. 


b) Die Kolonnen bilden ein dichtes Bündel von rechteckigem 
Querschnitt 

Wir gehen nunmehr zur Behandlung des zweiten auf $. 981 

charakterisierten Sonderfalles über. Der rechteckige Querschnitt 

des Strahlenbündels möge die Seitenlängen 4 und B haben, 


2 
= 
| 
| 
= 
| 
| 


und ®, sei die Zahl der pro Quadratzentimeter einmalig erzeugten 
Kolonnen, so dab V, = %, 4, die anfängliche mittlere loni- 
sationsdichte im Bündel ist. Nach den Ausführungen auf 
S.988 kann die Ionisation schon im Anfangszustand als 
homogen angesehen werden, wenn der anfängliche Kolonnen- 
durchmesser etwa gleich oder größer als der Kolonnenabstand 
ist. Dieses Ergebnis wird der Größenordnung nach auch dann os a 
zutreffen, wenn die Kolonnen nicht mehr regelmäßig ange- 
ordnet sind. 
Setzen wir also voraus, daß die Kolonnen hinreichend E- 
dicht liegen, und das bedeutet nach dem eben Gesagten, daß 
der mittlere Kolonnenabstand höchstens so groß sein darf wie 
der anfängliche Kolonnendurchmesser, so kann man in (5) von 
der Summe zu einem Doppelintegral übergehen und findet 
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AB _ + (y-b)* 5 
(29) fife dad. 
00 


5 Die Ausführung der Quadraturen liefert 


wobei das Fehlerintegral ®(z) durch 


2 -2 
(31 = — e dz 
7; J 


eingeführt ist.) 
Es ist wiederum leicht zu zeigen (indem man erst nach _- 
z und y, dann nach a und 34 integriert), daß bei dem Diffu- | u 
sionsvorgang, der jetzt in einer Verbreiterung des ganzen . i 
Bündels Kolonnen besteht, die Ionenzahl 


erhalten bleibt. <i> 
Um die Zeitabhängigkeit der Größe ß u. 
(33) N 


1) E. Jahnke u. F. Emde, a.a.O. S. 31ff. 


= 


bei Beriicksichtigung der Wiedervereinigung zu ermitteln, ver- 
fahren wir genau wie oben auf S. 984; es ergibt sich so 


dN a N? 
(34) 
wobei 
A A +» _ +@-a)* 
(35a) J,=fdafdefe é dx 
0 -@ 
> _ (y—by + 
(35b) 


gesetzt ist. 
Das Integral J, läßt sich ausführen, indem man den Ex- 
ponenten umformt: 


+ @— = 5 (V22—- 


zuerst nach der Variablen 


1 /5 at+ea 
Vo V2 
dann nach 
Ve 
und zuletzt nach pa: 
A-« 
=& bzw. — 


integriert. Es ergibt sich schlieBlich 


win 2 
V20 \V26 
und ein entsprechender Ausdruck für J,. 

Wir betrachten Fa zwei Grenzfälle. Nach hinreichend 


(86) J, = 


langer Zeit wird ai <1 und a dann ergibt sich 
aus (36) und bekannten Saite J = Vz 
daher nach (34) 


A? und 


4 
Bir 
= | 
= 
7 
- 
it 
| — 


Der Vergleich mit (15a) (oder I, S. 309, Formeln (5) und (6)) 
zeigt, daß in dem genannten Grenzfall der Vorgang so erfolgt, 
als ob ursprünglich eine einzige Kolonne von der linearen 
Ionisationsdichte N, A B vorhanden gewesen wäre. Dieses Er- 
gebnis ist völlig unabhängig vom Verhältnis 4: B, und es ist 
daher zu vermuten, daß es auch für andere Querschnittformen 
gilt, wenn nur 0 groß gegen alle Lineardimensionen des ur- 
sprünglichen Querschnitts ist. 


A 
In dem entgegengesetzten Grenzfall — >1, ——» 1 
yea?» 


wird J, = 20 A, und es gilt wieder das übliche Rekombinations- 


gesetz 
aN i72 _ N, 


Für die Betrachtung des allgemeinen Falles vereinfachen 
wir die Rechnung durch Annahme eines Bündels von quadra- 
tischem Querschnitt (4 = B) und beschränken uns darauf, den 
Rekombinationswert aufzustellen. Es ergibt sich aus (34) 
und (36) 


wenn 

26 
(41) 
gesetzt wird. one 


Wie in dem früher betrachteten Fall wel. 8 991) hängt 
also auch jetzt der Quotient «*/& nur von einem Parameter ¢’ 
ab, in dem A die gleiche Rolle spielt wie früher der Kolonnen- 
abstand a. Während aber infolge der Kolonnenrekombination 
bei gitterförmiger Anordnung der Rekombinationswert «* an- 
fangs zu groß erscheint und erst mit zunehmender Zeit auf 
« absinkt, beginnt umgekehrt in dem jetzt betrachteten Fall «* 
mit dem normalen Wert « und sinkt allmählich — in dem 
Maße, wie das Bündel sich durch Diffusion verbeoitert — unter 
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Der Verlauf von «*/« als Funktion von £’ ist in Kurve II 
der Fig. 2 dargestellt. Bei gegebenen Werten der maßgebenden 
Konstanten D, 5, A kann man aus dieser Kurve entnehmen, 
nach Ablauf welcher Zeit eine Abweichung vom normalen Ver- 
halten infolge der Diffusion zu erwarten ist. Das Ergebnis 
gilt zunächst nur für quadratischen Querschnitt des Bündels; 
nach dem oben Ausgeführten ist aber anzunehmen, daß es 
näherungsweise gültig bleibt, wenn man bei anders geformtem 
Querschnitt 4 in Formel (41) durch die linearen Abmessungen 
des Querschnitts ersetzt. 


$ 2. Theorie der Kolonnen bei beliebiger Strahlungsdauer 

Ist die Bestrablungsdauer nicht mehr so kurz, daß alle 
Kolonnen als gleichzeitig erzeugt gelten können, so kompliziert 
sich das Problem außerordentlich, weil dann Kolonnen ver- 
schiedenen „Alters“ nebeneinander zu berücksichtigen sind. 
Es dürfte schwierig sein, unter diesen Umständen die Theorie 
auf die partielle Differentialgleichung (1) aufzubauen, weil kein 
einmaliger Anfangszustand vorgegeben werden kann. Dennoch 
ist es möglich, auf Grund der bisherigen Ergebnisse zu einer 
theoretischen Darstellung zu gelangen, die alle wesentlichen 
Züge der Erscheinungen wiedergibt. Allerdings muß man sich 
mit einer etwas summarischen Behandlung zufrieden geben. 

Als wesentlichen Zug übernehmen wir aus $ 1 die Tat- 
sache, daß bei gegebener (wenn auch recht spezieller) An- 
ordnung der Kolonnen ein ganz bestimmter, angebbarer Betrag 
von Ionen aus jeder Kolonne der Kolonnenrekombination „ent- 
rinnt“ und zur homogenen Volumionisation beiträgt. Gerade 
diese Tatsache war auch schon durch den experimentellen 
Befund unter sehr verschiedenartigen Bedingungen (an Gasen 
und Flüssigkeiten) festgestellt, bevor es eine eigentliche Theorie 
der Erscheinung gab.') Der Bruchteil der entronnenen Ionen 
wird — für gitterföormige Anordnung und einmalige Er- 


zeugung — nach (22) durch 
| 
+ 
1) M. Moulin, Théses, Paris Gauthier-Villars, abgedruckt Ann. 
de chim. et de phys. VIII. 21. S.550. 1910 und 22. S. 26. 1911. — 


G. Jaffé, Le Radium 10. S. 126. 1913. 
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gegeben, wo ( die Bedeutung (21) hat. Es liegt nahe, dieses 
Ergebnis auch auf den Fall länger dauernder Bestrahlung zu 
übertragen, indem man sich die jeweils gleichzeitig vorhandenen 
Kolonnen in den Eckpunkten eines quadratischen Gitters an- 
geordnet denkt. Diese Annahme kann aus zwei Gründen nicht 
genau zutreffen; erstens ist die Anordnung der Kolonnen nicht 
die der Rechnung zugrunde gelegte, zweitens sind nicht alle 
Kolonnen gleichaltrig. Bei dem Vergleich von Theorie und 
Experiment ließe sich diesem Umstand wohl Rechnung tragen, 
indem man C als eine aus den Versuchen zu bestimmende 
Konstante ansieht. Für den hier angestrebten Überblick über 
die Erscheinungen wollen wir aber an der durch (21) gegebenen 
Bedeutung festhalten. 


Wir nehmen also für das Folgende an, daß aus jeder 
Kolonne der Bruchteil (42) ihrer Ionen zur homogenen Volum- 
ionisation “beiträgt, während der Bruchteil (1 —x) in der 
Kolonne selbst molisiert wird; dabei ist der für den Wert von 


C entscheidende Parameter ~ =p noch durch eine besondere 


Betrachtung zu bestimmen. 


Die Formel (18a) zeigt weiter, daß die Glieder, in denen 
sich die anfängliche Kolonnenrekombination ausdrückt, expo- 
nentiell mit der Zeit abklingen. Wir werden daher eine erste, 
wenn auch vielleicht nur grobe Approximation erzielen, wenn 
wir annehmen, daß der Bruchteil der Ionen, der in der Kolonne 
selbst verschwindet, nach einer einfachen Exponentialformel e-** 
abfällt. Dadurch erhalten die Kolonnen eine definierte mittlere 
Lebensdauer 7 = die ebenfalls noch durch eine Sonder- 
betrachtung zu ermitteln ist. 

Durch diese Überlegungen gelangen wir zu der einfachen 
Formulierung, daß ein ganz bestimmter Bruchteil der primär 
erzeugten Ionen nach einer Reaktion erster Ordnung in den 
einzelnen Kolonnen, der Rest nach einer Reaktion zweiter 
Ordnung in allgemeiner Rekombination verschwindet. Der 
Diffusionsvorgang ist so gänzlich eliminiert; seine Wirksamkeit 
drückt sich nur in dem Quotienten x (und in der Definition 
von a und z, vgl. unten S. 1000) aus. 

Nehmen wir jetzt an, daß pro Zeit- und Flächeneinheit N 
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Kolonnen erzeugt werden’), so ist die Zahl der pro Sekunde 


und Kubikzentimeter erzeugten Ionenpaare 
(43) g=2N,, | 


und wir erhalten nach den obigen Annahmen für die Be- 
stimmung der Ionendichte » die Gleichungen 


(44) n-m+n, 
dn, dn, 


(45) dt = (l—x)q—An,; dt 


Bei dauernder Bestrahlung von ¢ = 0 an erhält man nach 
(45) die „Anstiegskurve“, indem man die Werte 


xq e2:V _q 


(46) a, eg, — 


in (44) einsetzt; sie strebt dem Grenzwert 


1 — x) 4 

zu. 

Erfolgt andererseits die Bestrahlung nur während einer 


Zeit ¢, und wird der dann erreichte Zustand als Anfangszustand 
(¢ = 0) angesehen, so ergibt sich die Abfallskurve aus 


(48) =(m),e*, n= 1 + ¢ 
Dabei sind die Anfangswerte nach (46) durch A 


gegeben. 
Fiir den Vergleich mit experimentellen Ergebnissen emp- 
fiehlt es sich wieder, den Rekombinationswert anzugeben. Nach 
(44), (45) wird offenbar 


wo nun n, und n,, je nachdem es sich um Anstiegs- oder 


Abfallversuche handelt, aus (46) oder (48) einzusetzen sind. 
Dabei ist der Verlauf von «*/« in den beiden Fällen ver- 


1) N ist also von der oben (S. 993) eingeführten Zahl N, zu unter- 
scheiden, die den einmalig pro em? erzeugten Kolonnen entsprach. 
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schieden. Wie eine einfache Diskussion zeigt, berechnet sich 
aus der Anstiegskurve ein Wert von a*/a, der für ¢=0 mit 
co beginnt und für ¢= oo auf einen Grenzwert abfällt, der 
größer ist als 1.1) Dagegen beginnt (für endliche ¢,) der aus 
dem Abfall berechnete Wert von «*/« mit einem endlichen 
Wert — nämlich demjenigen, der auf der Anstiegskurve zu 
¢=t, gehört — und nähert sich asymptotisch für £= oo der 
Einheit. Der Verlauf der «*/«-Kurven für ein spezielles Bei- 
spiel ist aus der oberen Fig. 5 im nächsten Paragraphen zu 


erkennen. 


Es sind nun noch Formeln für die Parameter a und 4 = = 


T 
aufzustellen, die in unsere bisherigen Ansätze eingehen. Offenbar 
sind die beiden Parameter nicht unabhängig voneinander, denn 
je kleiner a ist, desto früher treten die Kolonnen in Wechsel- 
wirkung miteinander und um so kleiner ist ihre Lebensdauer 
als Kolonnen. Des weiteren ist ersichtlich, daß auf Grund 
unserer stark vereinfachenden Einnahmen nur eine Schätzung 
der beiden Konstanten möglich ist, die noch mit erheblicher 
Ungenauigkeit behaftet sein kann. Wir wollen so rechnen, 
als ob jede Kolonne eine fest bestimmte Lebensdauer hätte, 
die mit der bisher benutzten Konstante r, also der mittleren 
Lebensdauer der in ihr durch Kolonnenrekombination ver- 
schwindenden Ionen, zusammenfällt. Das so festgelegte z er- 
mitteln wir aus Formel (22a); nehmen wir noch die — bei Mes- 
2275, 

a 


=~ <1 hinzu, 


sungen fast stets zutreffende — Voraussetzung 
so ergibt sich als erste Beziehung 

(51) a? = 207 oA 
wo z, eine Zahl ist, die nicht sehr verschieden von 5 sein kann. 
Nennen wir weiter, wie bisher, die Zahl der pro Sekunde 
und Quadratzentimeter Querschnitt erzeugten Kolonnen NW, so 
ist für Bestrahlungszeiten, die größer als r sind?), die Zahl 


1) Der Wert von 4 unterliegt einer solchen Beschränkung, daß 
* 
— > 1 wird, wenn anders durch unseren Ansatz Kolonnenrekom- 
bination umfaßt werden soll. 
2) Ist die Bestrahlungszeit kleiner als 7, so ist nach unserer An- 
nahme einer fest bestimmten Lebensdauer die Zahl der gleichzeitig vor- 


handenen einfach gleich der Zahl der insgesamt erzeugten Kolonnen. 
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der gleichzeitig pro Quadratzentimeter vorhandenen Kolonnen 


= Nr und daher 
9) 1 7 
(52) 


Aus den beiden Beziehungen (51) und (52) lassen sich die 
gesuchten Parameter 


aus den experimentellen Daten bestimmen. Man erkennt 
hinterher, daB die Unsicherheit in z, nicht sehr bedenklich ist, 
weil z, in r nur mit der Quadratwurzel und in @ sogar nur 
mit der vierten Wurzel eingeht. Ubrigens ist auch die Kon- 
stante C [Formel (21)], die den wichtigen Quotienten x bestimmt, 
nur wenig empfindlich gegen Änderungen von p. (Man vgl. 
Fig. 3.) 

$ 3. Vergleich mit Versuchsergebnissen — 


a) Diffusionsverlust 


u - Wir gehen zunächst kurz auf die empirische Bestätigung 


unserer Formel (22) für den Diffusionsverlust der Kolonnen ein. 
Schon nach der früheren — in dieser Beziebung unvollstän- 
digeren — Theorie hatte sich eine Formel ergeben, [I, 8. 311, 
Formel (11)], die in befriedigender Übereinstimmung mit den 
Versuchsergebnissen ist (I, S. 315); sie enthielt aber eine Kon- 
stante, die erst den Versuchen angepaßt werden mußte. Da- 
gegen läßt sich nach der jetzigen Formel (22) das Verhältnis N, /N, 


berechnen, wenn der Parameter p = ‘ bekannt ist. 


Nun sind die Anfangswerte der Kolonnendurchmesser fiir 
Luft und Kohlensäure schon früher aus den Stromspannungs- 
messungen von Moulin vom Verfasser ermittelt worden (I, S. 326, 
wo 4? identisch mit unserem jetzigen 0, ist), und auch für 
andere Substanzen lassen sie sich nach einer einfachen empi- 
rischen Regel bestimmen (I. S. 340). Andererseits läßt sich a? 
wenigstens mit ausreichender Näherung aus der zweiten 
Formel (53) errechnen, sofern nur die Versuche mit parallelen 
Kolonnen ausgeführt sind. Das ist bei den Moulinschen Ver- 
suchen mit Luft, Kohlensäure und Wasserstoff der Fall, so daß 
man für diese drei Gase die Berechnung durchführen kann. 
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Geschieht das in der angegebenen Weise, so erhält man die 
Werte: ca = 0,64; 0,38; 0,98, die mit den Beobachtungen: 
N _ etwa 0,65; etwa 0,43; etwa 1,00 in dem gleichen Maße 


N, 
übereinstimmen, wie die früher berechneten Werte: 2 = 0,62, 
0,39; 0,97.) 
Bei den vom Verf. untersuchten dielektrischen Flüssig- 
keiten läßt sich der Vergleich der Formel (22) mit den Ver- 
suchsergebnissen nicht unmittelbar durchführen, weil die 


«-Strahlen nicht kanalisiert waren; aber gerade im Fall der 


a N, 
Flüssigkeiten (; 


identisch, so daß die Übereinstimmung erhalten bleibt, wenn 
man der Konstante (21) den Zahlenwert C = 6,66 gibt; das 
entspricht dann nach Fig. 3 dem Parameterwert p = 7,7: 107°. 


> 1) wird die neue Formel mit der alten 


b) Einmalige Erzeugung der Kolonnen. 


Wir wenden uns nunmehr dem durch die Formeln (24a, b) 
und die Fig. 1 dargestellten Abfall der einmalig erzeugten 
Kolonnen zu. Es liegen bisher keine Versuchsergebnisse mit 
«-Strahlen vor, bei denen die Kürze der Bestrahlungsdauer 
und die geometrische Anordnung der Versuche eine unmittel- 
bare Anwendung der genannten Formeln zuläßt. Es ist aber 
bemerkenswert, daß schon bei den Versuchen von Plimpton 
mit Röntgenstrahlen der Verlauf von 1/n als Funktion der 
Zeit qualitativ durch Kurven von der durch die Fig. 1 dar- 
gestellten Form wiedergegeben wird.?) 

Andererseits hat Schemel aus seinen schon in der Ein- 
leitung erwähnten, sehr sorgfältigen Messungen Kurven ab- 


1) Der Berechnung ist als Gesamtzahl der von einem «-Teilchen 
erzeugten Ionenpaare der Wert 1,5- 10° (St. Meyer u. E. v. Schweidler, 


Radioaktivität. 2. Aufl. S. 629) zugrunde gelegt; ferner ist aus den An- — 


gaben von Moulin für die Zahl der pro sec und cm? erzeugten Ko- 
lonnen N = 95,4 errechnet. Die benutzten Konstanten sind folgende: 
Für Luft « = 1,60-10”%, D = 3,65-10, N, = 4,51-10¢, b? = 3.2-107°; | 
für Kohlensäure «=1,66-107*, D = 2,5-107*, N, = 7,85 10%, 5? = 1,4-107%; 
für Wasserstoff « = 1,42-10”%, D= 1,56-107", N, = 1,30-10*, b?= 5,987. 
Für x, ist die Zahl 5 gesetzt. 

2) 8. J. Plimpton, Phil. Mag. 25. S. 65. 1913. Man vgl. Fig. 5. 
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geleitet, die den Abfall der einzelnen, isolierten Kolonnen 
wiedergeben sollen.') Leider stellt die von Schemel gewählte 
geometrische Anordnung der theoretischen Verwertung seiner 
Meßergebnisse Schwierigkeiten entgegen. Die «-Strahlen traten 
nämlich aus einer relativ engen Öffnung (Durchmesser 3 mm) 
unter einem erheblichen Offnungswinkel aus, so daß sie einen 
Kugelsektor erfüllten. Nun sind die Abfallskurven sehr stark 


von dem Parameter p = > abhängig, und p variiert innerhalb 


des Kugelsektors in weiten Grenzen; es können also — ganz 
abgesehen von der störenden Diffusion in radialer Richtung — 
nur gewisse mittlere Erscheinungen zur Beobachtung gelangen, 
Trotzdem lassen unsere Rechnungen einen Schluß darauf zu, 
welche Form der Abfallkurven etwa zu erwarten sein dürfte. 

In Fig. 4 sind die Abfallkurven gezeichnet, die sich durch 
Umrechnung aus den Kurven der Fig. 1 für Luft von 415 mm 
Druck und 23° C, bei verschiedenen Werten des Parameters p 
ergeben. Als numerische Werte wurden die von Schemel 
angegebenen benutzt: 

a= 1,5-10-*, D=7-10-3, 52?=10-5, r=5cm; 
dabei bedeutet r die wirksame Länge der Kolonne, aus der 
sich dann N, = 2,8-10* (im Mittel) berechnet. 

Man erkennt, in welchem Maße die Abklingungskurve 
von p abhängt, so daß schon bei relativ großen Werten des 
Kolonnenabstandes a erhebliche Abweichungen vom Verhalten 
der Einzelkolonne zu erwarten sind. Um a nach der zweiten 
Formel (53) abschätzen zu können, müssen wir die Zahl N der 
pro Sekunde und Quadratzentimeter gebildeten Kolonnen heran- 
ziehen. Die Gesamtzahl der Kolonnen pro Sekunde betrug 
bei den hier benutzten Versuchen 2,55-10%.2) Danach liegt N 
zwischen X= 3,61-10° (in der Spitze des Kegels) und 
N = 6,53-10? (am Ende der «-Strahlbahnen), und demgemäß 
variiert p von 6,1-10~* bis 2,6.10%, 


1) J. Schemel, Ann. d. Phys. 85. S. 137. 1928. Man vgl. Abschn. VI. 
2) Diese Zahl, wie auch einige andere Einzelheiten, sind aus der 
Annalenarbeit des Herrn Dr. Schemel nicht zu ersehen. Der Verfasser 
ist den Herren Prof. Becker und Dr. Schemel zu großem Dank dafür 
verpflichtet, daß sie ihm das ungekürzte Manuskript der Dissertation in 
der bereitwilligsten Weise zugänglich gemacht haben. 
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Demnach sind bei den angegebenen Versuchsbedingungen 
Abklingungskurven zu erwarten, die erheblich von der für 
einzelne Kolonnen gültigen (Fig. 4, p=0) abweichen; die 
Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Kolonnen darf 
also keineswegs vernachlässigt werden. Die von Schemel aus 
dem Trägerabfall (bei 415 mm Druck und 23° C) berechnete 
Kurve, die nach seiner Auffassung den Abfall in der einzelnen 
isolierten Kolonne wiedergibt, ist in Fig. 4 gestrichelt ein- 
gezeichnet; sie deckt sich einigermaßen mit der theoretischen 
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Fig. 4 


Kurve für den Parameterwert p = 4-10-°. Auf diese Uber- 
einstimmung ist aber kein Gewicht zu legen; denn einerseits 
variieren innerhalb des Ionisationsraumes die Bedingungen in 
so weiten Grenzen, daß die unmittelbare Anwendung unserer 
Formeln nicht mehr statthaft ist, andererseits ist es sehr 
zweifelhaft, ob die Schemelsche Berechnungsart bei vor- 
handener Wechselwirkung noch die Abfallskurve für die be- 
treffenden Umstände liefert.!) 


1) Solange keine Wechselwirkung vorhanden ist, ergeben die von 
Schemel angegebenen graphischen Verfahren unzweifelhaft den Abfall 
der einzelnen isolierten Kolonne; aber nach den oben berechneten 
p-Werten setzt eine merkliche Wechselwirkung schon nach etwa 4/19) Sek. 
ein und verändert dann vollständig das Bild. Macht man die verein- 
fachende Annahme, daß die N* = Nr gleichzeitig vorhandenen Kolonnen 
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or A Unter diesen Umständen darf man wohl nur folgern, daß 


unter den Schemelschen Versuchsbedingungen Wechselwirkung 
der Kolonnen in erheblichem Maße stattfindet, und daß daher 
die von Schemel — unter der Annahme fehlender Wechsel- 
wirkung — abgeleiteten Kurven nichts gegen die vom Ver- 
fasser früher aufgestellte Theorie des Abfalls in der einzelnen 
Kolonne aussagen. Will man diesen Abfall erfassen, so muß 
man zu erheblich kürzeren Beobachtungszeiten und kleineren 
Ionisationsstärken übergehen; die strenge Anwendung unserer 
Formeln würde außerdem passend kanalisierte Strahlen und 
Verwendung kurzer, als homogen anzusehender Ausschnitte 
aus den Kolonnen voraussetzen. Ob solche Versuche dazu 
führen würden, den früher auf indirekte Weise (aus Charakte- 
ristiken) bestimmten Wert für den Anfangsdurchmesser der 
Kolonnen zu modifizieren, mag dahingestellt bleiben. Es sei 
nur erwähnt, daß der von Schemel geschätzte, noch größere 
Kolonnendurchmesser die p-Werte heraufsetzen und daher zu 
noch früher beginnender Wechselwirkung führen würde. 

Wir wollen nun noch abschätzen, nach welchen Zeiten 
bei den Schemelschen Versuchen die Vergrößerung des 
gesamten lonisationsvolumens durch Diffusion merkbar zu 
werden beginnt; naturgemäß kann es sich auch hier nur um 
Festlegung der Größenordnung handeln, da der Querschnitt 
des Strahlenbündels in weiten Grenzen variiert. Die Kurve II 
von Fig. 2 läßt erkennen, daß «* um 4 Proz. unter « herunter- 
gesunken ist, wenn & = 1,25-10~* wird. Setzt man nun für 
das A der Formel (41) den Durchmesser des Ionisationskegels, 
so ergibt sich (wiederum bei 415 mm Druck) die genannte Ab- 
weichung von 4 Proz. am Ende des Kegels nach etwa 0,1 Sek, 
im halben Endabstande nach rund 0,024 Sek. Bei 755 mm 
Druck werden die Zeiten noch kürzer (5,4-10~? bzw. 1,35- 1072) 
Man wird also sagen müssen, daß auch dieser störende Ein- 


(vgl. S. 1000) immer alle auf einmal in gleichen Zeitabständen z erzeugt 
werden, so bleiben die Überlegungen von Schemel gültig, wenn man 
die einzelne Kolonne durch eine Gruppe von N* Kolonnen ersetzt, und 
dann würden die von ihm graphisch ermittelten Kurven mit unseren theo- 
retischen Kurven (von der Divergenz der Kolonnen abgesehen) vergleich- 
bar sein. Das Nichtzutreffen der eben eingeführten vereinfachenden Vor- 
aussetzung begründet den im Text ausgesprochenen Zweifel. 
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fluß sich bei den Schemelschen Versuchen spätestens nach — 
0,1 Sek. auszuwirken beginnt. In der Tat zeigen die Versuche 
mit 30 Sekunden Bestrahlungsdauer diesen Effekt ganz deut- 
lich, worauf Schemel selbst hinweist. 1’ 


ce) Versuche mit wechselnder Bestrahlungsdauer 2 


Für die Prüfung unserer Formeln (46) und (48) In 
wiederum nur die Versuche von Schemel vor. Die quanti- 
tative Auswertung begegnet wegen der Form des Strahlungs- 
volumens Schwierigkeiten; um so bedeutsamer ist es, daß alle 
beobachteten Erscheinungen nicht nur qualitativ, sondern auch 
der Größenordnung nach quantitativ richtig durch unsere 
Formeln dargestellt werden. Am bequemsten gestaltet sich 
die Übersicht, wenn man den zeitlichen Verlauf des Rekom- 
binationswerts «* betrachtet. Alle von Schemel aus seinen 
Versuchen abgeleiteten Kurven dieser Art!) sind vom Typus 
der theoretischen Kurven; dabei ergibt sich auch der charakte- 
ristische Unterschied, daß die aus dem Abfall gewonnenen 
«*-Werte sich asymptotisch dem normalen «-Werte annähern, 
während die «*-Werte aus Anstiegsversuchen einem höher 
gelegenen Grenzwert zustreben. Auf diesen Punkt hat übrigens 
Schemel selbst hingewiesen und ihn durch qualitative Über- 
legungen plausibel gemacht.?) 

Als Beispiel sind in der oberen Fig.5 auf Grund der 
Formeln (50) in Verbindung mit (46) bzw. (48) Kurven be- 
rechnet, die den Versuchsdaten von Schemel bei 415 mm 
Druck und 23° C entsprechen; dabei sind diejenigen Verhält- | 
nisse zugrunde gelegt, die am Ende der «-Strahlbahnen 
herrschen, also dort, wo die geringsten Störungen durch | 4 
Kolonnenionisation zu erwarten sind. Aus dem schon an- 
gegebenen Werte Jt = 6,53-10? (vgl. S. 1002) berechnet sich zu- — 
nächst nach (52) (mit z,=5) a? = 4,11-107%, = 8,72-107%, 
p = 2,58-10-*; aus letzterer Zahl ergibt sich nach (21) bzw. | 
Fig.3 C=5,6. Da N, bei 755 mm Druck mit 2,8-10* an- 
zusetzen ist, wird g = N, N = 1,83.10° und nach (43) x = 0,882. 
Damit sind alle für die Anwendung der theoretischen Formeln 


er 1) J. Schemel, a. a. O. Fig. 12—14. 
2) J. Schemel, a. a. O. S. 172—174. 
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erforderlichen Größen bekannt, und es ist hervorzuheben, daß 
keine Konstante den Versuchen angepaßt wurde. 

Die gestrichelte Kurve entspricht der Anstiegsformel (46), 
die übrigen sind Abfallskurven nach (48), und die den einzelnen 
Kurven angeschriebenen Zeiten geben die Bestrahlungsdauer ¢, 


\ 


an, die dem vorausging. In 
Weise sind in der unteren Fig. 5 die Versuchsergebnisse von 
Schemel gezeichnet (aus Fig. 12 und 14 bei Schemel über- 
tragen). Die Abszissen sind fiir beide Figuren gleich, als 
Ordinaten sind in den theoretischen Kurven die dimensions- 
losen Quotienten «*/« angegeben, bei den experimentellen 
Kurven «* selbst, weil der Normalwert von & nicht mit Sicher- 
eit bekannt ist. 
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= Es wurde kein Versuch unternommen (etwa durch Be- 
stimmen eines geeigneten „mittleren Querschnitts“ im Ioni- 
sationsraum), die theoretischen Kurven mit den beobachteten 
zur Deckung zu bringen; denn eine vollständige Übereinstim- 
mung könnte nach Lage der Dinge nur als zufällig angesehen 
werden. Trotzdem fällt die „halbquantitative* Übereinstim- 
mung zwischen beiden Kurvenscharen sofort in die Augen. 
Auch der oben berechnete Wert von r = 3,78-107? für die 
mittlere Lebensdauer der Kolonnen erweist sich als mit guter 
Annäherung zutreffend, da die theoretischen Kurven etwa für 
den gleichen ¢-Wert in den Normalwert einmünden, wie die 
empirischen. Nur die Kurve mit 30 Sek. Bestrahlungsdauer 
liegt zu tief; das hat aber, wie auch von Schemel betont, in 
der schon erwähnten Vergrößerung des Ionisationsvolumens 
durch Diffusion seinen Grund (vgl. S. 1005). 


Zusammenfassend wird man sagen können, daß die durch 
direkte zeitliche Beobachtungen festgestellten Besonderheiten 
der Kolonnenionisation von der hier entwickelten Theorie aus- 
reichend dargestellt werden. Es liegt bisher kein Aulaß vor, 
von den Grundannahmen dieser Theorie: daß nämlich in den 
Kolonnen Wiedervereinigung und Diffusion nach den normalen 
Gesetzen erfolgen, abzugehen. 
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+ 
Zusammenfassung 


Die früher!) entwickelte Theorie der Ionisation in Kolonnen 
wird nach der gleichen Methode erweitert, indem die gleich- 
zeitige Anwesenheit mehrere Kolonnen und die daraus resul- 
tierende Wechselwirkung zwischen ihnen beriicksichtigt wird. 

§ 1 behandelt den Vorgang der Rekombination und Dif- 
fusion, wenn die Kolonnen einmalig (während einer sehr kurzen 
Bestrahlungszeit) erzeugt gedacht werden. Die Kolonnen sollen 
einander parallel sein und über ihre Anordnung werden zwei 
verschiedene Annahmen gemacht, nämlich 

a) die Achsen der Kolonnen schneiden eine zu ihnen 


senkrechte Ebene in den Eckpunkten eines rechteckigen Kreuz- 
gitters; 


1) G. Jaffé, Ann. d. Phys. 42. S. 303. 1913. 
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. at ae 1008 G. Jaffé. Zur Theorie der lonisation in Kolonnen. II 
is ra . b) die Kolonnen erfüllen ein Strahlenbündel von recht- 
-_ eckigem Querschnitt so dicht, daß ihr Abstand nicht größer 
als der anfängliche Kolonnendurchmesser ist. 

Die Annahme unter a) enthält als Grenzfälle die Einzel- 
_ kolonne und die homogene Volumionisation. Es ergibt sich 
ohne alle Hilfsannahmen ein Ausdruck [Formel (22)] für den 
Bruchteil der Ionen jeder Kolonne, die ihr „entrinnen“ und 
der allgemeinen Rekombination unterliegen. 

§ 2 dehnt die Untersuchung unter besonderen verein- 
fachenden Annahmen auf den Fall aus, daß die Bestrahlung 
eine beliebige Zeit fortgesetzt wird. Es ergeben sich so 
Formeln für den Anstieg der Ionisationsdichte [Formeln (44 
und (46)] und für ihr Abklingen nach vorgeschriebener Be- 
strahlungsdauer [Formeln (44) und (48)]. 

Im $ 3 wird der Vergleich mit dem bisher vorliegenden 
Beobachtungsmaterial, insbesondere den Messungen von 
J. Schemel, durchgeführt. Das Ergebnis ist im letzten Ab- 
satz des § 3 zusammengefaßt. 


Giessen, Institut für theoretische Physik, März — 
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